Chapitre 4

Similitudes

Dans son programme d’Erlangen, en 1872, Felix Klein propose le caractere
d’aujourd’hui de la géométrie, en considérant la géométrie comme 1’étude
d’une famille de transformations.

Certaines familles de transformations méritent une étude particuliere : celles
dont la composée de deux transformations appartienne encore a cette famille,
I’identité appartienne aussi a cette famille et la transformation inverse d’une
transformation de la famille y appartienne encore (chaque famille forme alors
ce qu’on appelle groupe).

Parmi ces transformations, les déplacements, les symétries, les similitudes et
leurs composés forment ce que Klein appelle le groupe principal de la
géométrie euclidienne ; les propriétés métriques sont alors les propriétés
invariantes par ce groupe.

(J. Dhombres et al, Mathématiques au fil des ages, 1987).




l Chapitre 4 |

Dans tout le chapitre, le plan est orienté dans le sens direct.

. Homothéties et translations

Définition (rappel)
Soit I un point et k un réel non nul. On appelle homothétie de centre I et de rapport k
I’application du plan dans lui-méme qui a tout point M associe I’unique point M’ tel que
M’ =KIM.

Activité 1 )
Dans la figure ci-contre, ABCD est un trapeze et M est un point. .0 M
Les droites (AD) et (BC) se coupent en O. N PN .

On désigne par h I’homothétie de centre O qui transforme A en D =
1. Montrer que h transforme B en C. /

2. Construire I’image du point M par h. D C

Théoréme ( propriété caractéristique d’'une homothétie )
Soit k un réel non nul et différent de 1.
Une application f est une homothétie de rapport k, si et seulement si, pour tous points

M et N d’images M’ et N’ par f, M'N' =kMN..

Démonstration
Si f est une homothétie de rapport k, alors pour tous points M et N d’images M'et N’

parf, MN'=MT#N = k(MIIN )=k MN .
Réciproquement, soit une application f telle que M'N’ = kMN, pour tous points
M et N d’images M'et N’ par f. Montrons que f est une homothétie.

Soit A un point dimage A ' et I le barycentre des points pondérés (A,—k) et (A’, 1)
de sorte que IA'=KIA .

Pour tout point M du plan d’image M', IM' =IA’ AM '(IA AM) IM .

Le résultat en découle.

Théoréme

Toute homothétie conserve les mesures des angles orientés.
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Démonstl‘ation

Soit h une homothétie de rapport k et A, B, C trois points du plan deux a deux distincts.
Onnote A’, B’ et C'leurs images respectives par h . On peut alors écrire

(AB', A'C')=(kAB, kAC) = (AB, AC) [21].

Composée de deux homothéties

La composée de deux homothéties de rapports respectifs k; et k, est
une homothétie de rapport k;k, si k;jk, #1,
une translation si k;k, =1.
Démonstration
Soit k; etk, deux réels non nuls et h; et h, deux homothéties de rapports respectifs
k, etk, . Pour tous points M et N du plan d’images respectives M’ et N' par h,oh,,
M'N’ =k k, MN .
Si kjk, #1, alors h,oh; est une homothétie de rapport k;k,.
Si ki k, =1, alors M'N’ = MN et par conséquent h, oh; est une translation.
Activité 2
Soit A et B deux points distincts du plan et h; et h, deux homothéties de centres respectifs

A et B et de rapports respectifs 2 et % .

Construire le centre de chacune des homothéties h, oh; et hy oh,.

Activité 3
Soit t une translation de vecteur uet h une homothétie de rapport k # 1.
1. a. Soit A et B deux points du plan et A" et B’ leurs images respectives
par hot. Montrer que A'B' = kAB.
b. Quelle est alors la nature de hot?
2. Déterminer de méme la nature de toh.

L’activité précédente permet d’énoncer le théoréme ci-dessous.

La composée d’une translation et d’une homothétie de rapport k # 1 est une homothétie
de rapport k.
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Homothétie et nombres complexes

Soit fune application du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point
M' d’affixe z'.

L’application f est une homothétie de rapport k # 1, si et seulement si, il existe un
nombre complexe b tel que z' =kz+b. De plus, I’affixe za du centre A de ’homothétie

f vérifie ZA::il%;-

Démonstration
Soit f une application et M un point dimage respective M’ par f.
On désigne par z et z' les affixes respectives des points M etM'.
L’application f est une homothétie de centre A et de rapport k # 1, si et seulement si,
AM'=kAM, ou encore si et seulement si, z'—z, =k(z—2z, ), ol z4 est ’affixe du point A.
On en déduit que f est une homothétie de centre A et de rapport k, si et seulement si,
z'=kz+z,(1-k).
Le théoreme en découle.

Activité 4
Donner dans chacun des cas suivants, la nature et les ¢léments caractéristiques de
lapplication du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point M'd’affixe z'.
a. z'=-2z+3.
b. z2'=4z+1-i.

Il. Similitudes
Activité 1
Dans la figure ci-contre ABC et A'B'C’ sont deux triangles tels que C'
AB _A'C’ BC
AB  AC BC'
Soit I un point de [A'B'] tel que A'l=AB et Jun point de [A'C']

tel que A'T=AC . B'
1. Montrer que les droites (IJ et (B'C') sont paralléles. /A
2. Montrer qu’il existe une isométrie g qui envoie A, B et C B
. ' C
respectivement surA’, Tet]J.
3. Soit h I’homothétie de centre A" qui envoie I sur B" et S=hog. A

Déterminer les images de A, B et C par S.

Soit k un réel strictement positif. On appelle similitude de rapport k, toute application du
plan dans lui-méme telle que pour tous points A et B d’images respectives A’ et B,
A'B'=k AB.
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Exemples

Les isométries sont des similitudes de rapport 1.
Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport |k|.

La composée de deux similitudes de rapports respectifs k et k' est une similitude de
rapport kk'.

Démonstration
Soit fune similitude de rapport k et g une similitude de rapport k'
Soit A et B deux points du plan, A’ et B' leurs images respectives par fet A" et B” les
images respectives de A’ et B' par g . On peut écrire A"B” =k" A'B'=k'k AB. Par suite,
gof estune similitude de rapport kk'.

Une application du plan dans lui-méme est une similitude, si et seulement si, elle est la
composée d’une homothétie et d’une isométrie.

Démonstration
Soit f une similitude de rapport k et h une homothétie de rapport k.

On peut écrire f =ho (h_1 of). De plus, ’application h™'of est une isométrie car c’est une
similitude de rapport 1. On en déduit que f est la composée diine homothétie et d’une
isométrie.

Réciproquement, soit f la composée d’une homothétie de rapport k et d’une isométrie g.
Soit A et B deux points, A’ et B leurs images respectives par g et A" et B” les images

respectives de A' et B' parh . Alors A"B" = |k|A’B’ = |k|AB

On en déduit que f est une similitude.
Le cas ou f est la composée d’une isométrie et d’une homothétie se traite de la méme
maniere.

Pour tous points A,B,C et D, d’images respectives A', B', C' et D' par une similitude de
rapportk , AB'.C'D’ = k>AB.CD.

Démonstration
Soit f =heog une similitude telle que h est une homothétie de rapport k et g est une

isométrie. Soit A, B, C et D des points, A;, B, C, et D, leurs images respectives par g et
A', B, C'et D' les images respectives de A;,B;,C; et D, par h.

Alors A'B'C'D’' =k?AB,.C,D, =k*AB.CD.
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Les propriétés ci-dessous découlent des propriétés des homothéties et des isométries.

« Une similitude de rapport k est une bijection et sa réciproque est une similitude de
1
rapport —.
pp K

- Une similitude conserve les angles géométriques.

« Une similitude conserve I’orthogonalité.

- Une similitude conserve 1’alignement et le barycentre.

« Une similitude transforme un segment en un segment.

- Une similitude transforme une droite en une droite.

- Une similitude conserve le parallélisme.

- Une similitude transforme un cercle en un cercle et conserve le contact.

- Soit A, B, C, D, E, F des points du plan et A} B; C; D) E! F'leurs images respectives
par une similitude.

Si AB=aCD+bEF onacRetbeR, alors AB'=aC'D’' bEF .

Deux similitudes qui concident sur trois points non alignés concident sur tout le plan.

Démonstration
Soit fet g deux similitudes qui concident sur trois points non alignés A, B et C.

Alors f et g ont nécessairement le méme rapport et alors f 1o g est une isométrie qui fixe

les points A, B et C. Il en résulte que f o g est lidentité du plan et par suite f =g .
Activité 2

On dit que deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables, sil existe une similitude qui

envoie A, Bet Csur A’,B et C'.

1. Soit ABC et A'B'C’ deux triangles semblables. Montrer que AB _AC_BC :
AB AC BC

2. Montrer que deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables, si et seulement si, A=A ,
B=B et C=C'.

Soit f, g et h trois similitudes.
« (fog) =g lof .
« f=g,sietseulementsi, hof =hog.
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( cours
)/
lll. Similitudes directes — Similitudes indirectes
Activité 1

Soit h et h; deux homothéties et g et g; deux isométries telles que hog=h,og;.

1. Montrer que h; Yoh estun déplacement.

2. Montrer que g est un déplacement, si et seulement si, g; est un déplacement.

On dit qu’une similitude est directe si elle est la composée d’une homothétie et d’un
déplacement.

On dit qu’une similitude est indirecte si elle est la composée d’une homothétie et d’un
antidéplacement.

Toute similitude directe conserve les mesures des angles orientés.
Toute similitude indirecte change les mesures des angles orientés en leurs opposées.

- La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

- La composée de deux similitudes indirectes est une similitude directe.

- La composée d’une similitude directe et d’une similitude indirecte est une similitude
indirecte.

- La réciproque d’une similitude directe est une similitude directe.

. La réciproque d’une similitude indirecte est une similitude indirecte.

Soit A, B, C et D des points du plan tels que A # B et C#D.
I1 existe une unique similitude directe qui envoie A sur C et B sur D.
I1 existe une unique similitude indirecte qui envoie A sur C et B sur D.

Démonstration
Unicité
Si f et g sont deux similitudes de méme nature qui coficident sur deux points distincts A et

B, alors fo g_l est une similitude directe qui fixe A et B et qui a pour rapport 1. On en

déduit que fo g_1 est I’identité du plan.

Existence B
Soit A, B, C et D des points du plan tels que A #BetC# D. A——

Soit B; le point de la demi- droite CD) tel que CB | = AB. C

On sait qu’il existe un unique déplacement g qui envoie A sur B,

CetBsur B;. Sih est ’homothétie de centre C qui envoie

B; sur D alors f =hog est la similitude directe qui envoie A D

sur C et B sur D.
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( cours
De méme, on sait qu’il existe un unique antidéplacement g; qui envoie A sur C et B sur B, .

Sih est ’homothétie de centre C qui envoie B; sur D alors f =hog; est la similitude

indirecte qui envoie A sur C et B sur D.

IV. Similitudes directes
IV. 1 Angle d’une similitude directe

Théoréme et définition
Soit f une similitude directe et A, B, C et D des points tels que AB#0 et CD # 0. Soit

A', B, C' et D' les images respectives de A, B, Cet D.

Alors (AB,A'B')=(CD,CD)) [2n].

En désignant par 6 une mesure de 1’angle (E,A—’B') , on dit que f est une similitude
directe d’angle 0.

Activité 1
Soit f et g deux similitudes directes dangles respectifs 6 et 6.

Soit deux points distincts A et B. On note A’ et B'les images de A et B par get A” et B”
les images de A’ et B' par f.

Déterminer (AB,A"B") et (A'B’,AB).

Théoréme
Soit f et g deux similitudes directes dangles respectifs 6 et 0.
La similitude directe fog est dangle 6+6'.

La similitude directe ! est dangle —0.
IV.2 Centre d’une similitude directe

Activité 1
Soit A et B deux points distincts du plan et k un réel strictement positif et différent
de 1. On considére I’ensemble E des points M du plan tels que MA =kMB.

1. Montrer que M appartient a E, si et seulement si, (m —k@).(m + kl\7[§) =0.
2. Soit (e barycentre de (A, 1) et (B, —k) et G le barycentre de (A, 1) et (B, k).

Montrer que M appartient a E, si et seulement si, MQVG 0 =
3. En déduire que E est le cercle de diamétre [G '].
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Soit A et B deux points distincts du plan.
Déterminer et construire dans chacun des cas, I’ensemble F des points M du plan
tels que

a. (ﬁ) = g[Zn], b. (ﬁ) = [2n], c. (’I\T'T,M:B) = 4?71 [27:].

o

Toute similitude directe de rapport différent de 1 admet un unique point fixe, appelé
centre de la similitude.

Démonstration
Soit f une similitude directe de rapport k #1 et d’angle 0.
Si f est une homothétie alors f admet un unique point fixe, qui est le centre de I’homothétie.
Supposons que f n’est pas une homothétie, dans ce cas I’angle
de fest non nul. Considérons un point A non invariant par f, L
d’image A'.
Soit I'y le cercle de diametre (G 1G2] ou G | et G; sont les 1
barycentres respectifs de (A', 1), (A,—k) et (A', 1), (A, k). A" G, X G,

Soit I', I’ensemble des points du plan

tels que (l\ﬂ,m') =0 [2n].
Alors T, est soit un arc de cercle, soit un segment privé des points A et A'.
Les ensembles I'; et I', se coupent en un unique point I car Gappartienta [AA’]

et Gp’appartient pasa  [AA'].
De plus, le point I vérifie les relations A" =kIA et (IX, IX;) =0 [2n].

L’image 1’ de I par f est I’'unique point vérifiant I'A’=kIA et (IX, I’—A') =0 [2n].

Il en résulte que les points I et I' sont confondus, ¢’est-a-dire que f fixe L.

Une similitude directe de rapport différent de 1 est parfaitement déterminée par la donnée
de son centre, son rapport et son angle.

Le centre, le rapport et I’angle d’une similitude directe sont appelés éléments
caractéristiques de cette similitude.

Une application f est une similitude directe de rapport k # 1, de centre I et d’angle 0, si et

seulement si, pour tout point M distinct de I, d’image M',IM'=kIM et (IT/I,IT\/I') =0[2x].
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Exercice résolu 1

Soit A, B, C et D des points distincts tels que BD —%AC et (AC BD) [27:]

Construire le centre I de la similitude directe S qui transforme A en B et C en D.

Solution
Le centre 1de S vérifie IA =3IBet (IA IB) = [21:]

|

|
Soit Gt G’ les barycentres respectifs de (A, l) , (B,3) /' -7
et (A, 1), (B,-3). - \
Le point I appartient a I’intersection du cercle de diamétre < : G
[G ] et de I’arc de cercle ensemble des points M du plan \ | U
tels que (MA MB) [ n] \\ :

Ve

Activité 3

Soit A et B deux points distincts du plan.

Soit fune similitude directe qui ne fixe aucun des points A et B.

On suppose que les images respectives A’ et B' de A et B par f sont telles que les droites

(AA") et (BB')sont strictement paralléles.

1.Montrer que si deux points C et D de la droite (AB) vérifient CA = DA et

CB=DB alors C=D.

2. Montrer que si les droites (AB) et (A'B’) sont paralléles, alors le rapport de f
vaut 1.

3. On suppose que f est de rapport k #1 et on note I linte rsection des droites (AB)

et (A'B").

a. Montrer que limage 1" de I par f appartient a la droite (A'B’).

b. Montrer que 'A'=1A" et I'B'=1B’.

c. En déduire le centre de f.

Exercice résolu 2
Dans la figure ci-contre, & et &’ sont deux cercles
de centres respectifs O et O et se coupent en A et B.
1. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe f
de centre A, qui transforme & en %"’ .
b. Préciser le rapport et I’angle de f.
2. Soit M un point de Z.
a. Construire son image M’ par f.

b. Comparer (OA,OM) et (O'A,0'M’).
c. En déduire que les points M, B et M’ sont alignés.
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Solution

1. a. On sait qu’il existe une unique similitude directe qui envoie A sur A et O sur O'.
Cette similitude transforme nécessairement & en %’ .

!

b. Il s’agit de la similitude de centre A, de rapport

i et dangle (A—O,A—O').

2. a. Le point M’ appartient au cercle &’ et vérifie
(AM,AM) = (AG,AO) [21].
Le point M' appartient donc a lintersection du
cercle &' avec la demi-droite AX) telle que
(AM,AX) = (AG,AO)) [2a].

b. On sait qu’une similitude directe conserve les mesures des angles orientés.
On en déduit que (OA,OM) = (0'A,0'M) [27].

c. Les angles au centre (OM,0A) et (O'M’,0’'A’) vérifient les ¢galités

(OM,OA) = 2(BM, BA) + 2k, k € Z et (O'M’,0'A) =2(BM,BA)+ 2k, k e Z .
De plus, la relation de Chasles nous permet d’écrire que

(BM,BM') = (BM, BA) + (BA,BM') + 2kn, ke Z .

1l en résulte que (BM, BM') = %(OM, OA) +%(ﬁ, OM)+km, keZ .

La relation (OA,OM) = (O'A,O'M) [27] implique alors que
(W,B—M’) =kmn, k € Z . Ce qui prouve que les points M, B et M’ sont alignés.

IV. 3 Forme réduite d’une similitude directe

Activité 1
Soit f une similitude directe de centre I, de rapport k et d’angle non nul 6 et h ’homothétie
de centre I et de rapport k et r la rotation de centre I et dangle 6.

1. Donner les éléments caractéristiques des similitudes f, hor et roh.
2. En déduire que f =hor=roh.

Toute similitude directe de centre I, de rapport k # 1 et d’angle 6 se décompose sous la
forme f =hor=roh ou h est ’homothétie de centre I et de rapport k et r est la rotation
de centre I et d’angle 6. Cette décomposition s’appelle forme réduite de f.
Activité 2
Soit I un point du plan.

Donner la forme réduite de la similitudes hor dans chacun des cas suivants.
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1. h est ’homothétie de centre I et de rapport —% et r est lidentité.

2. h est ’homothétie de centre I et de rapport —% et r est la rotation de centre |
et d’angle %

. 1 .
3. h est ’homothétie de centre I et de rapport = et r est la symétrie centrale de centre I .

Activité 3
Soit AECD un carré de centre B. On désigne par h lhomothétie de centre A et de rapport 2
et par r la rotation de centre B, qui envoie C sur D. Donner les éléments caractéristiques des
similitudes her et roh.

IV. 4 Similitudes directes et nombres complexes
Activité 1
Le plan est rapporté a un repere orthonormeé direct (O ,T,j) .

Soit h ’homothétie de centre A(O, 1) et de rapport 2, r la rotation de centre O et d’angle g

Soit M un point d’affixe z, M’ son image par r et M" limage de M’ par h.
On désigne par z’ et z" les affixes respectives de M' et M" .
Exprimer z' en fonction de z, puis z" en fonction de z.

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ,T,j) .

Soit fune application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z'.

L’application f est une similitude directe de centre I, de rapport k #1 et dangle 0,
si et seulement si, il existe deux nombres complexes a et b tels que z' =az+b, avec

a=ke' et Zr = IL est ’affixe de I.
—-a

Démonstration
Soit f une application et M un point d’image M’ par f.
On désigne par z et z' les affixes respectives des points M etM".
L’application f est une similitude directe de centre I, de rapport k # 1 et dangle 0 ,

si et seulement si, ffixel, IM'=k IM et (ﬁﬁ,lﬁ') =0 [2n] pour tout point M distinct de I.
On en déduit que f est une similitude directe de centre I, de rapport k #1 et d’angle 0, si et

z'—zI|:k|z—zI| et arg[zz’__zzlljEe[2n],pourtout z2#£7;.

seulement si,

Ce qui équivaut &, z'—z; =ke'®(z—-z,), z# z;.
Le théoréme en découle sachant que la relation précédente est vraie pour M =1.
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Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ,T,}) . Soit f une application du plan

dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z’.

Donner dans chacun des cas suivants, la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
) .

a. z =-21z+3.

b. Z =4z+1-1
0

c.zZ=e%z+1.
Activité 3

Soit ABC un triangle isocéle rectangle en A vérifiant (AB, AC) Eg [27]

et AB=AC=1.
On désigne par D le milieu de BClet on munit le plan du repere (A, AB, . Aa .
Donner I’écriture complexe de la similitude directe de centre A qui envoie C sur D.

V. Similitudes indirectes

Rappelons qu’une similitude indirecte est la composée diine homothétie et d’un
antidéplacement.

Une similitude indirecte de rapport différent de 1 admet un unique point fixe, appelé
centre de la similitude.

Démonstration
Soit f une similitude indirecte de rapport k # 1. La similitude directe f o f est de rapport
k% # 1 et admet un unique point fixe que nous noterons I.
Posons f(I)=1J.1l en résulte que I1=(fof)(I)= f(f(I)) =f(J).

On en déduit alors que [Fk I puisque [=Jcark  #1.
L’unicité résulte du fait que f fixe I, si et seulement si, I est le centre de fof.

Activité 1
Dans la figure ci-contre, OBO'A est un losange et les
droites (CD) et (AB) sont parall¢les. ‘A\
On note h ’homothétie de centre O qui envoie C sur B. /7/ \ Q
On désigne par S la symétrie orthogonale d’axe (AB) et R \

onpose f =hoS. © rpr o
1. Soit E et F les symétriques respectifs de C et D par C E
B

rapport a la droite (AB).
Déterminer les images par f des points O, E et F.
2. Soit I le point dintersection de AEJet (OO) et I'son symétrique par rapport a la droite

(AB). Montrer que I' appartient a ACJet en déduire que I est le centre de f.

r Similitudes \

86



V.1 Forme réduite d’une similitude indirecte

Activité 1
Soit f une similitude indirecte de centre I et de rapport k # 1. On désigne par h Thomothétie
de centre I et de rapport k.
1. Montrer que h~lof estune symétrie orthogonale dax e une droite D passant par 1.
2. Soit M un point distinct de I et M' son image par f.
Montrer que M appartient a D, si et seulement si, IM' =kIM .
3. Montrer que hoSp =Spoh.

Soit f une similitude indirecte de centre I et de rapport k #1 et h 1’ homothétie de centre
I et de rapport k. Il existe une droite D telle que f se décompose de maniére unique sous
la forme f =hoSp =Spoh, ou Sy est la symétrie orthogonale d’axe D.

Dans ce cas, la droite D est ’ensemble des points M tels que IM' =kIM, o0 M'=f M).

Cette décomposition est appelée forme réduite de f.
La droite D est appelée axe de la similitude indirecte f.

Une similitude indirecte de rapport différent de 1, est parfaitement déterminée par son
rapport, son centre et son axe, qui sont appelés éléments caractéristiques de cette
similitude.

L’axe D d’une similitude indirecte de centre I et la perpendiculaire a D passant par I sont
globalement invariants par f.

Si f est une similitude indirecte de centre I et de rapport k alors fof est une homothétie

de centre I et de rapport k2.
Activité 2
Soit ABCD un carré direct de centre O. On note I le milieu de AB]
1. Soit f la similitude directe telle que f(A)=Bet f(D)=1.

Déterminer le rapport et I’angle de f et construire son centre Q.
2.8oit g=foS, .
Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera les éléments caractéristiques.

Activité 3

Soit f une similitude indirecte de centre I, de M
. , D
rapport k # 1, d’axe D et u un vecteur directeur
deD.
e, S M
Montrer que (u,IM‘) =— (u,IM) [27], pour tout I

point M distinct de I, d’image M’ par f.
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Soit f une similitude indirecte de centre I, de rapport différent de 1 et d’axe D.

—_—

Si u est un vecteur directeur de D, alors (ﬁ,I—M') =-— (ﬁ,ﬂ) [2n] , pour tout M distinct de

I, d’image M'. La droite D porte donc la bissectrice intérieure de MIM' .

Exercice résolu

On considére un rectangle OABC tel que OA =2 OC et ( OA, OC ) Eg [2n].

La médiatrice A du segment PB]coupe la droite (OA) en I et la droite (OC)
en I'. SoitJet J' les symétriques respectifs de O par rapportalet I'.
1. Montrer que les triangles OBJkt OBIJ’ sont rectangles en B.
2. En déduire que les points B, Jet J' sont alignés.
3. Soit S la similitude indirecte qui transforme en O et Oen J'.
a. Donner le rapport de S et en déduire que S admet un unique point fixe Q.
b. Caractériser SoS et en déduire que Q appartienta (J)' .

c. Construire Q et I’axe de S.

Solution J
1. D’apres les données le point I est le milieu de PJ. \
On déduit alors des égalités 10 =IB=1J que le triangle OBJ \

est rectangle en B.
On prouve de la méme maniére que le triangle OBJ’ est
rectangle en B.

2. Les droites (B) et ( BJ') sont toutes les deux perpendiculaires a
la droite (OB). Par suite les points B, Jet J' sont alignés.

3. a. Le rapport de S est égal a ol . De plus, or_ tandD :Oi.
oJ 0oJ AB

On en déduit que S est de rapport 2 et par suite, S admet un unique point fixe Q.
b. On déduit de la forme réduite de S que SoS est lhomothétie de centre Qet de
rapport 4.

De plus, SeS(J)=8 O )= '. Il en résulte que Qest le point de (JJ') tel que QI =4 T .
c. L’axe de S est la droite portant la bissectrice intérieure de I’angle 0Ql

V. 2 Similitude indirecte et nombres complexes

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ,Y,}) .
Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z'. L’application f est une similitude indirecte de centre I et de rapport k # 1, si

et seulement si, il existe deux nombres complexes a et b tels que z' = az+b.

ab+b
Dans ce cas k=|a| et z;=——

l—a2
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On suppose que le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ,T,ﬁ) et on note S la

Démonstration

symétrie orthogonale d’axe (O, I)

Alors Sof est une similitude directe qui a tout point M d’affixe z associe le pointM"”
d’affixe z"=a;z+b,.

On en déduit que SoSof =f associe a tout M d’affixe z le point M’, symétrique de M"

par rapport a (O, I), ayant pour affixe Z'=?=alz+b1 =a, z+b_1.

Le théoréme en découle en posant a = a_l et b= b_l
De I’égalité f =SoSof, on déduit que le rapport k de f est le méme que celui de la
similitude directe Sof . Cbst-a-dire k = |a|

Le centre I de f est défini par z; =az;+b, ouencore z; =az; +b.
Le résultat en découle.

Activité

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ,T,j) . Soit f la similitude indirecte qui

a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' tel que z' =—2iz+6 ou z désigne
le conjugué de z.

1. Montrer que f est une similitude indirecte dont on déterminera le rapport et le centre I.

2. Déterminer I’ensemble des M d’affixe z tels que IM'=21IM .

En déduire une équation de 1’axe de f.
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\ QCM - VRAI - FAUX )

QCM

Cocher la réponse exacte.
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7) . Soit M(z) et M'(2).

1. Soit I un point quelconque. L’homothétie h(I, —4) est une

D similitude indirecte D similitude directe de D similitude directe de
de rapport 4. rapport 4 et dangle nul. rapport 4 et dangle ©

2. Soit I et Jdeux points distincts. L application h(I, 2)0 h(J %) est

D une translation. D une homothétie. D l'identité.

3. L’image par une similitude de rapport 5 d’un triangle d’aire 4 est un triangle dont I’aire

est égale a

[]a [4a. E3
4
4. Soit Q2 un point quelconque. L’application r(Q, %jo h(Q, - 2) est une similitude
directe dont la forme réduite est

Dr(Q, gjoh(Q, 2). Dr(Q,—%)oh(Q, 2). Dr(Q,—%joh(Q, 2).

5. Soit f la similitude indirecte de centre I, de rapport 2 et d’axe A. L’application fof est
[ ] La similitude indirecte [ ] lhomothétie h (L, 4) [ ] La similitude directe

de centre I, de rapport 4 de centre I, de rapport 4
et daxe A et dangle ©
VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Une similitude directe qui fixe deux points distincts est 1’identité.

2. La composée d’une similitude directe de rapport 2 et d’un antidéplacement est une
similitude indirecte de rapport 2.

3. La composée d’une similitude directe de rapport 4 et d’une similitude indirecte de rapport

1 .
2 est un déplacement.
4. La réciproque d’une similitude directe de centre I, de rapport 3
et d’angle g est la similitude directe de centre I, de rapport 3 et d’angle —g.

5. Soit A, B, C et D des points tels que A= Cet B=D.
Soit fla similitude indirecte qui envoie A sur B et C sur D. L’application f o S( AC) est

une similitude directe de méme rapport que f qui envoie A sur B et C sur D.
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\ Exercices et problemes i

Dans tous les exercices le plan est orienté dans le
sens direct.

Soit ABC un triangle équilatéral de centre Gel

que m Eg [27].

Déterminer, dans chacun des cas, le rapport et langle
de la similitude directe f.

a. f fixe B et envoie A sur C.

b. f fixe B et envoie C sur G

c. f fixe @t envoie B sur C.

1. Soit S une similitude directe. Donner la

nature de SofoS™! dans chacun des cas ci-dessous.
a. f est une translation de vecteur non nul.

b. f est une rotation dangle non nul.

c. f est une homothétie de rapport différent de 1.

d. f est une symétrie orthogonale daxe passant par le
centre de S.

2. Reprendre la question précédente en supposant que
S est une similitude indirecte.

Soit ABCD un carré de cté 1, de centre O et tel

que (AB,AD) Eg [27].
On note I le milieu de AO]

1. a. Montrer quil existe une unique similitude directe
S qui envoie A sur O et B sur L.

b. Déterminer le rapport et langle de S.

2. a. Donner 1€criture complexe de S dans le repére
orthonormé (A, AB, E)

b. Déterminer le centre de S.

Soit ABC un triangle non isocele , rectangle en

A et tel que (AB,AC) E% [2n].

On désigne par He projeté orthogonal de A sur (BC)
et on note f la similitude directe qui envoie B sur A et
A sur C.

1. Déterminer les €léments caractéristiques de f.

2. Soit M un point variable de AB] La
perpendiculaire a (M) menée de Houpe AClen

N. Montrer que le cercle de diametre MNpasse par
un point fixe.

Soit ABCD un carré de centre O et tel que
(AB,AD) Eg [2n].

Soit S la similitude directe de centre D qui envoie O

1. Déterminer le rapport et langle de S.
2. Déterminer limage du point A par S.
3. Construire limage du point C par S.

Soit un triangle direct ABC et M un point du

plan.

Soit S la similitude directe de centre A qui envoie B
sur C.

Construire limage de M dans chacun des cas
ci-dessous.

1. Le point M nhppartient pas a (AB).

2. Le point M appartient a la droite (AB) privée des
points A et B.

Soit ABC un triangle isoc¢le et rectangle en A

tel que (AB,AC) = g[2n] . On désigne par A’ le

symétrique de A par rapport a C.

1. a. Préciser le rapport et langle de la similitude
directe S qui envoie A’ sur C et C sur B.

b. Déterminer limage par S de la droite (AC).

2. a. Soit I le centre de S. Montrer que le triangle ICB
est rectangle isocele.

b. Construire I.

c. Construire limage du cercle de centre C

et de rayon CA.

Soit ABCD un carré direct de centre O.

1. a. Préciser I’angle et le rapport de la similitude
directe S qui envoie A sur O et B sur D.
b. Construire le centre de f.

c. Déterminer S(D).

2. Existe-t-il une similitude directe qui envoie A sur
O,BsurDetDsurC?

Soit A et B deux points. On désigne par h
I’homothétie de centre A et de rapport —2 et parr la
rotation de centre B et d’angleg .Onpose S=roh.

1. Montrer que S est une similitude directe et
déterminer son rapport et son angle.

2. Soit O le centre de la similitude S et A'=r(A).

a. Montrer que (O—A, O—A’> = —g [27] et OA’=20A.
b. Construire le point O.

3. Soit B'=h(B).

Construire le centre de la similitude S'=hor et
préciser son angle et son rapport.

sur C.
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\ Exercices et problemes i

Dans la figure ci-dessous le triangle ABR est

isocéle et rectangle en B, le triangle BCP est isocéle
et rectangle en C et le triangle CAQ est isocéle et
rectangle en A.

Q

P
On note respectivement par Sp, Sq et Sy les

similitudes directes de centres P, Q et R.
On suppose de plus que les trois similitudes sont de

rapport </2 et dangle % - Soit f=Sg oSpeSq.

1. Déterminer f(A).
2. Préciser f et donner ses éléments caractéristiques.

Soit O et B deux points distincts et & le cercle

de diameétre PB]

Soit A un point du segment D Bldistinct de O et B et
I le milieu de AB]

La médiatrice de AB]coupe le cercle & enM et M’

tels que (ﬁ—(;,MsB) Eg [27].

Soit N le projeté orthogonal de A sur (OM).

1. a. Quelle est la nature du quadrilatéere AMBM' ?
b. En déduire que la droite (AM’) est orthogonale a
(OM) et que les points N, A et M’ sont alignés.

2. On désigne par S la similitude de centre N qui
envoie M sur A.

a. Déterminer langle de S.

b. Déterminer les images par S des droites (MI) et (NA).
c. En déduire limage par S de M'.

d. Déterminer limage I' de I par S.

e. Montrer que la droite (NI) est tangente en N au
cercle de diamétre DA]

Soit un triangle AH 'isocéle en Ht tel que
(PT,.H—' = 2% [ 71:] et M un point de la droite
(H ' et M'le point tel que le triangle AMM' soit

isocele en M avec (MM',MA) Eg [27].

1. Préciser la similitude directe de centre A, qui
envoie M sur M'.

2. Quel est lensemble E des points M’ lorsque M
décrit (L " ?

3. Soit Jle milieu de  [MM'] . Calculer Al et
AM

montrer que (m,Kj ne dépend pas du point M.

4. Quel est lensemble F des points J lorsque M décrit
(H ' ? Construire F.

Soit ABC un triangle rectangle en A et He

pied de la hauteur issue de A.

1. Montrer que le triangle ABHst limage du triangle
CAlpar une similitude directe que lon déterminera.

2. Montrer que le triangle HC est limage du triangle
ABC par la composée dune similitude directe et dune
symétrie orthogonale que lon précisera.

3. Par quelle transformation peut-on passer du triangle
ABC au triangle HA ?

dans la figure ci-dessous AOO’ est un triangle

rectangle et isocele en A, # est le cercle de centre O
passant par A et ' est le cercle de centre O’ passant
par A, les cercles @ et &' se recoupent en B, M est
un point de & et M’ est le point de &’ tel que

(OM,O'M) = -2 [2n].

1. Préciser la similitude directe qui envoie O sur O' et
M sur M'.
2. Si M est distinct de B et de S (B) , la droite (MB)

recoupe &' en un point N’ et la droite (BM")
recoupe & en N.

Montrer que BN = BN’ et que les droites
(BN) et (BN') sont perpendiculaires.

3. Soit les carrés MBM'P et NBN'Q .

a. Quel est Iensemble des points P et lensemble des
points Q lorsque M varie ?
b. Montrer que la droite (PQ) passe par un point fixe.

—
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\_ Exercices et problemes i

Soit la transformation f du plan qui, a tout

point M d’affixe z, associe le point M' d’affixe
z'=2iz+3-1.

1. Soit B le point d’affixe i et C le point d’affixe —1.
On désigne par B’ et C' les images respectives de B

et C par f. Déterminer (?C,B'C') et exprimer B'C’

en fonction de BC.
2. Identifier f et donner ses éléments caractéristiques.

Le plan P est muni dun repére orthonormé

direct (O, u, v) . Soit les points A(3, —1) et B(0, 2).
On désigne par h lhomothétie de centre A et de

rapport 2 , T'larotation de centre B et dangle 3%

et t la translation de vecteur BO .

Onpose f=toroh.

1. a. Caractériser tor.

b. En déduire la nature de f et ses ¢léments
caractéristiques.

c. Donner 1€criture complexe de f.

2. Déterminer et construire le point Kel que

£(K)©

Le plan complexe est muni d’un repére

orthonormé direct (O,ﬁ,{/) .

On désigne par A, B, C et D les points d’affixes
respectives zp =2+1, zg =1+2i, zc =6+3i et
ZD =—1+ 61 .

1. Montrer qu’il existe une rotation qui transforme A
enBetCenD.

Préciser ses éléments caractéristiques.

3. On désigne par Jle point d’affixe 3+5i.

. T
Montrer que la rotation de centre Jt d’angle >

transforme A en D et C en B.

4. On désigne par I le point d’affixe 1+1, M et N les
milieux respectifs des segments [AC] et [BD].
Déterminer la nature du quadrilatére IMN.

5. On considére les points P et Q tels que les
quadrilatéres IAPB et ICQD soient des carrées.

a. Caleuler zp et zg, les affixes respectives des

points P et Q.

1Q

, . P S
b. Déterminer — et ainsi qu’une mesure des

angles (fg, ﬁ) et (fé, fé)
En déduire les éléments caractéristiques de la
similitude directe g telle que g(A)=P et g(C)=Q.

c. En déduire que Jest I’image de M par g et que
Jest le milieu de PQ]

Dans la figure ci-dessous ABC est un triangle

quelconque, AB'B et ACC' sont directs, rectangles,
isoceles de sommet A et Kst le milieu de BC]

C
CV

BV
Le plan étant rapporté a un repere orthonormé direct
d’origine A. On note a, b et ¢ les affixes des points A,
BetC.
1. Exprimer les affixes k, b’ et ¢’ des points K
B’ et C' en fonction de b et c.
2. Montrer qu’il existe une unique similitude directe f
qui envoie A sur B’ et Kur C '.
3. a. Donner les éléments caractéristiques de f, son
expression complexe ainsi que sa forme réduite.
b. En déduire que les droites (AKet (B'C’) sont

perpendiculaires.

Un rectangle d’or est un rectangle dont le

1+\/§

quotient longueur/largeur est égal a ¢ = .

2
La figure ci-dessous représente un rectangle d’or
ABCD et un carré ABFE.
A E D
G
O
B F C

1. Vérifier que ¢ =1+ 1 . En déduire que EFCD est
)

un rectangle d’or.
2. Soit f la similitude directe qui envoie A sur D et D
sur C. Préciser son rapport et son angle.

—
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\ Exercices et problemes i

3. Quelle est I’'image de C par f?

4. En déduire que I’intersection O de (AC) et (DF) est
invariant par f.

5. Montrer que les droites (AC) et (DF) sont
perpendiculaires et que si @ésigne I’intersection de
(AC) et (EF) alors ED=EG .

On considére un rectangle ABCD tel que

AD=1, AB=2 et (Fc,ﬁ)zg[zn] .

On désigne par L, Kt Jles milieux respectifs de
[AD], [DC]et [BC].

On munit le plan du repére (D, ﬁﬂ)ﬂ .

1. Montrer quil existe une unique similitude indirecte
f qui envoie A sur D et C sur B.

2. a. Déterminer (L) et f(J).

b. Donner les éléments caractéristiques de f.

Soit ABC un triangle équilatéral direct .On
désigne par I et Jles milieux respectifs des segments
[AB] et [AC] et par D le symétrique de A par

rapport a C.
1. Soit f I’antidéplacement tel que

f(C) =Aet f(A) = B. Identifier f.

2. Soit g la similitude directe telle que
g(B)=Detg(I)=C.

Montrer que g(A)=A et déterminer les éléments
caractéristiques de g.

3. Soit Ke point défini par K 2K 0=

a. Donner la nature defog .

b. Déterminer fog(I) et fog(A).

c. vérifier que R 2K 0= .

En déduire que fog(K)X

d. Déterminer le rapport de fog.

e. Montrer que I’axe de la similitude fog estla

perpendiculaire en K la droite  (AB).

Le plan est muni du repere orthonormé direct

(O,ﬁ, \7) . On considére la similitude indirecte f qui a
tout point M dhffixe z associe le point M’ daffixe
Z'tel que z' = (+i)z+i.

Déterminer le centre et I’axe de f.

Le plan est muni du repére orthonormé direct

(O, u, \7) . On consideére la similitude indirecte f qui a
tout point M dhffixe z associe le point M' daffixe

7z tel que 2/ =—5iz+1+i.

1. Déterminer le centre et I’axe de f.

2. Déterminer limage par f du cercle de centre |
daffixe 3+1 et de rayon NE

On considére un rectangle OABC tel que

OA =20C et (OA,0C) =2 [2n].

La médiatrice D du segment PDB]coupe la droite
(OA) en Hdt la droite (OC)en H'.

Soit Jet J' les symétriques respectifs du point O par
rapporta it H'.

1. a. Montrer que les triangles OBJt OB J' sont
rectangles en B.

b. En déduire que les points B, Jet J' sont alignés.
2. Soit f la similitude directe qui envoie Jsur O et O
sur J'.

a. Déterminer langle de f.

b. Déterminer f(B) et en déduire le centre

et le rapport de f.

3. Soit g la similitude indirecte qui envoie Jsur O
etOsur J'.

a. Donner le rapport de g.

b. En déduire que g admet un unique point invariant
que lon notera I.

c. Montrer que le point I appartient a (JJ").

d. Construire le centre et laxe de g.

On consideére un triangle équilatéral ABC tel

que (ﬁ)zg [2n].

On désigne par I le milieu de AClet par e milieu

de AB]

1.a. Montrer quil existe un unique antidéplacement f
qui envoie B sur A et A sur C.

b. Montrer que f est une symétrie glissante dont on
déterminera laxe et le vecteur.

c. Soit D le symétrique de B par rapport a I. Montrer

que f(C)=D.
d. Soit D' =f(D). Montrer que D’est le symétrique
de B par rapport a C.

2. Soit S la similitude directe qui envoie A sur B et |
sur D.
a. Déterminer le rapport et langle de S.

—
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b. Soit & le cercle de diamétre ABJet &' le cercle de
diamétre [D] Montrer que % et &’ sont sécants en [
et en un autre point Q .

Montrer que Q est le centre de S.

3. Soit g=foS . Déterminer la nature de g et ses

¢éléments caractéristiques.

On consideére un triangle isoceéle ABC direct

de sommet principal A. On pose
(XE,KE) =2a [27], o o estun réel de }O,g[ .

On désigne par O le milieu de BClet D le
symétrique de A par rapport a O.

Soit I et Jles projetés orthogonaux respectifs de O et
D sur (AC).

1. Soit f la similitude directe qui envoie O sur I et D
sur J

Déterminer a laide de o, langle et le rapport de f.
Montrer que f(A)=A.

2. On désigne par E le symétrique de O

par rapport a I.

Montrer que f(B)=0 et f(C)=E.

Déterminer % .

3. Soit g la similitude indirecte qui envoie B sur O et
CsurE.

a. Déterminer le rapport de g et limage de O par g.
b. Montrer que g =Sog)°f .

4. Soit Q le centre de g.
a. Montrer que gog(D)=1J et en déduire que Q

appartient a la droite (D).
b. Montrer que  appartient a la droite (BI).
c. Construire Q .

Soit ABC un triangle rectangle en C tel que
e — T
BC,BA|=— [2=|.
(BC,BA)=7 [27]

La bissectrice intérieure de 1’angle ABC coupe
[AC] enO.

On désigne par He projeté orthogonal de O sur (AB)
et par H' le milieu de PA]

1. a. Faire une figure.

b. Montrer que le triangle OAB est isocele et que H
est le milieu de AB]

2. Soit f'la similitude directe telle que f(B)=0 et
f(H)H .

a. Montrer que le rapport de f est

b

et que — est
N
une mesure de son angle.

b. Montrer que H' est le milieu du segment [Of(A)].

En déduire que A est le centre de f.

3. Les cercles (T') et (I'") de diamétres respectifs
ABJet AO]Jse recoupent en D.

a. Montrer que les points B, O et D sont alignés.

b. Montrer que les triangles BCKHt ODH' sont
équilatéraux et que f(C)=D.

¢. Montrer que le quadrilatére ADCHst un losange.
4.Soit g=Spy of, ol Spy est la symétrie axiale
d’axe (DH

a. Déterminer g(A) et g(C).

b. Montrer que g est une similitude indirecte dont on

précisera le rapport.
c. Soit Q le centre de g.

Montrer que QD = %Q—D .

Construire alors le centre (2 et1’axe A de g.

—
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