Chapitre 1

Nombres complexes

A partir de la deuxieme moiti¢ du XVlle, les géometres utilisent de fagon de
plus en plus courante le symbole -1 dans les identités algébriques et les recherches
relatives aux résolutions d’équations. Nay Nas

En 1740, Euler donne la formule cos x = % (eX +€ ) ,eten 1748,

la formule € 1: cos X ++/-1 sinx,x estréel.

Dontzig dit de cette derniere qu’elle contient "les symboles les plus importants,
union mystérieuse dans laquelle I’arithmétique est représentée par O et 1, ’algébre
par -1, la géométrie par p et I’analyse par e".

(Dalmedico et al, Une histoire des mathématiques, 1986).

Cauchy ne se ralliera explicitement a la représentation géométrique des nombres
complexes qu’en 1874. [...] et s’est convaincu que la "notion de quantité géomé-
trique [...] comprendra comme cas particulier la notion de quantité algébrique.




Chapitre 1

Nombres complexes

I. Rappels et compléments
I. 1 Définition et opérations sur les nombres complexes

Activité 1
Déterminer 1’écriture cartésienne de chacun des nombres complexes ci-dessous.

(2-20)(1+i)" 5 (V2 =iB)(V2 +iV3) 5 (1+i)* (1-1)7.

Théoréme et définition (rappel)

I1 existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté¢ C et vérifiant les

propriétés ci-dessous.

1. L’ensemble C contient I’ensemble des nombres réels R .

2. Il existe un élément de C, noté i, tel que i2=-1,

3. L’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui vérifient les mémes
propriétés que I’addition et la multiplication dans R .

4. Tout élément z de C s’écrit de fagon unique sous la forme z=a+ib, ou a et b sont
des réels.

Conséquences
Soit z=a+ibet z'=a’+ib’, ou a, a’, b et b’ sont des réels . Alors

z=17,sietseulementsi,a=a"etb=">"
z=0, si et seulement si,a=b=0.

z est réel, si et seulement si, b = 0.

z est imaginaire, si et seulement si, a = 0.

Activité 2
Soit les nombres complexes z=1+2i et z' = i. Soit z=a+1ib, ou a et b sont des réels.
1. Donner I’écriture cartésienne de Le conjugué de z est le nombre complexe
2 3 4 .. - .
zz', (zz')", (z2')", (zz')", ainsi que de leurs z=a-ib.
conjugués.

o L z [z . .
2. Donner I’écriture cartésienne de —, (—'j , ainsi que de leurs conjugués.
7z \z
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- = — = — —\n
Pour tous nombres complexes zetz', z+z'=z+z';7z'=2 z‘;(zn):(z) :neN"

« Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe non nul z',
z) z (1 1
GG
V4 Z (Z')
2

. Z+£=2RC(Z) ;Z—E=2i Im(z) ;ZE=(R€(Z))2+(IH’1(Z)) .

« z=12, sl et seulement si, z est réel.

« 7 =-7, sl et seulement si, z est imaginaire.

l. 2 Affixe d’un point, affixe d’'un vecteur

Activité 1

Le plan est muni d’un repére Le plan est muni d’un repére orthonormé direct

orthonormé direct (O,ﬁ,;). (O’“’V)'

1. Placer les points A, B et C d’affixes L'affixe d’un point M(a,b) du plan est

respectives 1, 2i, 1+ 2i. le nombre complexe z =a+ib noté Aff(M) ou zy.

2. Donner les affixes de leurs On dit aussi que le point M(a,b) est I’image de z.
Symétrlques par rapport a I’axe des Soit w un vecteur et M et N deux points tels que
abscisses.

w = MN . Alors affixe du vecteur w est le nombre
3. Donner les affixes de leurs

e . complexe z, noté¢ Aff (Q) , vérifiant z = zy —zy,.
symétriques par rapport au point O.

4. Donner les affixes de leurs Pour tous vecteurs w et w, et tous réels o et B,
symétriques par rapport a 1’axe des Aff(aw +Bw; ) = 0 AFF (W) + BAFE(w,) .
ordonnées

5. Donner les affixes des vecteur OB —20C , — AB +%A—C

6. Déterminer 1’affixe du centre de gravité du triangle ABC.
Activité 2

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O ,ﬁ , ;/) )

Soit A le point d’affixe 2 —21 et M un point d’affixe z.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M appartienne

a la droite (OA).
2. En déduire I’ensemble des points M d’affixe z = k(2 - 2i), k eR.
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Soit w et w; deux vecteurs tels que w, est non nul.

Les vecteurs w et w; sont colinéaires, si et seulement si, — est réel.

Z_
Wi

Démonstration

Soit w et w; deux vecteurs tels que w; non nul.
Les vecteurs w et w; sont colinéaires, si et seulement si, il existe un réel a tel que

—_

W=aw, .
Aff(W)

La relation w = aw; équivaut a Aff (@) = aAff (Vl),ou encore ém

= 0.
Le théoréeme en découle.
Activité 3
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O U, ;/) .
Soit f ’application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’
daffixe 7/ =2(z+7)+iz.

1. Déterminer et construire I’ensemble des points M’, images des points M d’abscisse nulle.

2. Déterminer et construire I’ensemble des points M', images des points M d’ordonnées
nulles.

Activité 4
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O U, ;/) .

Soit A le point d’affixe 1+ 2i et M un point d’affixe z.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M appartienne a la
perpendiculaire a la droite (OA) en O.

2. En déduire I’ensemble des points M d’affixe z = ik(l + Zi), k eR.

Soit w et W{ deux vecteurs tels que w—{ est non nul.

Les vecteurs w et w; sont orthogonaux , si et seulement si, —* est imaginaire.

Z_
Wi
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Soit w et E deux vecteurs tels que w_{ est non nul. On désigne par

Démonstration

z- = a+biet z.- = a'+b'i avec a, b, a’ et b’ réels, les affixes respectives de w et w .
1

Les vecteurs w et w, sont orthogonaux, si et seulement si, aa’+bb' = 0.

z- a+bi (a+bi)(a’-bi) aa'+bb +(ab-ab')i
Or’ W = - = = .
Z;l, a' +bi ar2+b72 ar2+b72

- Z—
On endéduit que w et w, sont orthogonaux, si et seulement si, —— est imaginaire.

Z_
Wi

Activité 5

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, \7) .

, ) o ) , z—1 . . .
Déterminer et construire 1I’ensemble des points M d’affixe z tels que —— soit imaginaire.

l. 3 Module d’un nombre complexe

Activité 1

Le plan est muni d’un repere orthonormé Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,ﬁ,\?) .
direct (O ,u, V) . On considere les points A et Soit z=a+ib et M(a,b) le point d’affixe .

B d’affixes respectives z, =1+1i \/g ot On appelle module de z le réel positif , noté |z , défini
ZB=1—i\/§. par|z|=OM= a?+b% .

1. Vérifier que le triangle OAB est isocéle en Pour tous points M et N d’affixes 2 et zy,

O |ZN = ZM| = MN.

2. On désigne par D le point tel que OADB
soit un losange. Déterminer 1’affixe de D.

Activité 2
Soit z=2—-iet z' =-3+4i.

7z — \2
Calculer les modules de z+7' ; zz' ; — ; z* ; (zz’) )

!

Propriétés
Soit deux nombres complexes z et z'.
|z| =0, siet seulement si, z=0 ; |z+z'| £|z|+|z’ ; |kz| :|k||z ,keR.
|zz'|=|z||z’ ; ‘E‘=|z ; z|2 =277 ; z" =|z|n,neN* ;
lzl,zio; Z—!—H,ziO, L:L,z;tOetneZ.
z |Z Z |z 7z |Z|“
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Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O U, ;/) .
1. Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels que |z -1+ 21| =2.

2. Déterminer 1I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z +2- i| = ‘2 -2+ Zi‘ .

NG

3. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |2z +2- i| = BN

4. Déterminer 1I’ensemble des points M d’affixe z tels que |iz +2+ i| =2.

I. 4 Argument d’un nombre complexe non nul

Activité 1
Le plan est muni d’un repere orthonormé Le plan est muni d’un repere orthonormé
direct (O,ﬁ,;/). direct (O,u,V)_

Soit z un nombre complexe non nul et M son image.
On appelle argument de z et on note arg(z) toute

1. Placer les points A, B, C et D d’affixes

respectives z, =—-1, zg =4, zc =2+21 et .
mesure de 1’angle (u,OM) .

2. Soit A, B, C; et Dy les symétriques M()
respectifs de A, B, C et D par rapport a I’axe
des abscisses. v

Déterminer un argument de chacun de leurs arg(z)

affixes.

o U

4. Reprendre la question précédente pour les symétriques respectifs de A, B, C et D par
rapport a O.

5. Reprendre la question précédente pour les symétriques respectifs de A, B, C et D par
rapport a I’axe des ordonnées.

Activité 2

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O ,u ,;1) .
Soit f 1’application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z' = 2(2 —2) +2iz.
1. a. Déterminer I’ensemble des points M tels que arg(z) =0 [27t] .

b. Déterminer et construire I’ensemble des points M', images par f des points M

tels que arg(z) =0 [2n] .

2. Déterminer et construire I’ensemble des points M', images par f des points M

tels que arg(z)=n [2x].

3. Déterminer et construire I’ensemble des points M’, images par f des points M

tels que arg(z) Eg [27].
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Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O ,u ,\7) .

Soit M un point distinct de O tel que (ﬁﬂ/.ﬁ) =6 [2n].

On désigne par M;, M, et M3 les symétriques respectifs de M par rapport a I’axe des
abscisses, au point O et a ’axe des ordonnées.

Déterminer (ﬁ,OT\/Il) ; (ﬁ,OMz) ; (ﬁ,OM3) al’aidede 6.

Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non
nul.

arg(g)z—arg(z) [2n].
arg(—z)sn+arg(z) [2n].

k>0 M(kz)
- M(z)
Si k >0 alors arg(kz)=arg(z) [2n].
o5 0
u
k<o |}
- M@
. _ o
Sik <0 alors arg(kz)=mn+arg(z) [2x]. > e
M'(kz)
I. 5 Ecriture trigonométrique
Activité 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé Soit z un nombre complexe non nul tel que
direct. Soit z = —2+/3 +2i. arg(z) =0 [2n].
Déterminer I’écriture trigonométrique de z Alors z = |Z| (cosO+isin®).
et placer le point d’affixe z. L’écriture précédente est appelée écriture

trigonométrique de z.

En déduire I’écriture trigonométrique de : » . )
Si M est I’image de z dans le repere orthonormé

chacun des nombres complexes . ol }
direct (O,u,v) alors M appartient au cercle de

- 1 3 .
z,—z, —z et ——z, puis placer leurs L
2 2 centre O et de rayon |Z| et a la demi droite [OB)

oints images. —
P & telle que (u, OB) =0 [2n].
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\/g —i \/5 Soit z un nombre complexe non nul tel z=a+ib, a

Soit les nombres complexes z=——— et b des réels.
2 Alors arg(z)=6[2n] , si et seulement si,
1-iv2
5

Activité 2

a .
c0S0=———— et sinb =

b
\/az+b2 \/az+b2 ‘

et 7' =

Donner une valeur approchée de leurs
arguments a 1072 pres.
Activité 3
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ, \7) .
Soit A, B et C les points d’affixes respectives z, =4, zg =1+ i3 et zc =1- i3.

1. Montrer que le triangle ABC est équilatéral.
2. Donner les écritures trigonométriques de z, , zg et zc.

3. Soit D le point tel que OABD est un parallélogramme.
Donner 1’écriture trigonométrique de 1’affixe zp, de D.

4. Soit K I’image de C par le quart de tour direct de centre O.
Donner I’écriture trigonométrique de I’affixe zy de K.

l. 6 Propriétés d’'un argument d’un nombre complexe non nul
Activité 1
Soit z et 2 deux nombres complexes non nuls tels que z = |z|(cos6+ isin 6) et
7' = |z'|(cos 0’ +1isin 6') .

o . o 1 z
1. Donner les écritures trigonométriques de zz', — et —.
z z

r . n . .
2. a. Montrer par récurrence, sur I’entier naturel n, que z" = |z| (cosn9+1smn9).

b. En déduire que pour tout entier naturel n, z ™" =|z| " (cos(—n@) +isin(—n9)) .

Soit deux nombres complexes non nuls z et z'.
arg ZZ arg( )+arg( ) [275].

(
arg[zj——arg [27].
arg(zzj—arg |

arg(z )Enarg(z) [21t] ,neZ.

Pour tout nombre complexe non nul z et tout entier n, z" = |z|n (cos nb +isin ne) .

La formule précédente est appelée formule de Moivre.
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Donner I’écriture trigonométrique de chacun des nombres complexes ci-dessous.
\/5 +1 :

(1+i)° 5 (1-i) q ; (2@—21)6 (1+i\/§)3.
(V3-)

Activité 2

Exercice résolu 1
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O ,u, V) .

Soit M, le point d’affixe z=1-1.
Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par M, le point d’affixe z" .

1. Donner I’écriture trigonométrique de z" , n >1.
2. Construire les points My, M, , M; et My.
3. Déterminer les entiers naturels n tels que les points M, soient sur la droite

d’équation y =x. Le point M, appartient-il a la droite d’équation y =x ?

Solution

1. On peut écrire 1-1= ﬁ(cos(—gj + isin(—%D.

2. Le point M, a pour affixe z= ﬁ(cos(—§)+ isin(—%D.

Par suite M, est le point d’intersection du cercle de centre

o M, BN
O et de rayon V2 avec la demi-droite [OAl) telle que — En
~ ~——\_ T - &/ K)\ZM
= —_—— / 4
(u,04))= ;127 Lo

(98]

Le point M, a pour affixe z? = 2(005(—%) +isin(—gj] .

Par suite M, est le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon 2 avec la demi-

droite [OA,) telle que (ﬁ,@) E_g [27].

Le point M3 a pour affixe z = 2&(003(—%} +1 sin[—%)j .
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)/
Par suite M; est le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon 242 avec la

demi-droite [OA;) telle que (TO\T3) E_¥ [27].

Le point M, a pour affixe z* = 4(cosn +1isin Tc) =—4.

3. Un point M, appartient a la droite d’équation y = x, si et seulement si,

(ﬁ):§+2kn, keZ ou (ﬁZ)M\n)zm%zkn, keZ.

Par suite M, appartienta D :y = x, si et seulement si,

—n—n=E+2kn, keZ ou —E=5—n+2kn, keZ.
4 4 4 4

On en déduit que M, appartient a D, si et seulement s, (n + 1) est multiple de 8 ou

(n+5) est multiple de 8. L’entier 2072 étant divisible par 8, on en déduit que M7
appartient a D.

I. 7 Angles orientés et nombres complexes

Activité 1
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ ,\7) . B
Soit A et B deux points distincts d’affixes respectives A /
Zp etzp. . E
1. En considérant le point E tel que AB = OE, ) arg(z,- z,)
montrer que (IE,/A—B = arg(zB - ZA) [271] . @I

2. Soit C et D deux points distincts.
a. Vérifier que (?B,@) = (ﬁ,@) —(G,HB) [27]

b. En déduire que (ATB,//C}D) =arg [Mj [27].
ZB ~ZA

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O , u , ;/) .

Soit A , B, C et D des points d’affixes respectives z, , zg, z¢ etz et tels que
AB#0 et CD#0.

Alors (ﬁ,A—B) =arg(zg —2z, ) [2] et (A—B,/—’C:D) = arg(ZD —Zc j [2n].
ZBT7ZA
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Zp "Z%c :C—D(cose+isin9) avec @‘TB,//C:D)EG [27].
ZB —Zp

Activité 2
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ ,\7) .

Soit A le point d’affixe 1, B le point d’affixe i.
1. Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg(z — i) Eg [271] .

2. Déterminer et construire 1’ensemble des points M d’affixe z tels que arg (Z—ij Eg [2n] .
z

Exercice résolu 2

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ ,\7) . Soit A le point d’affixe 2—1.

Déterminer et construire 1’ensemble des points M d’affixe z tels que

arg((z—2+i)3) Eg [21t] .
Solution
On sait qu’un argument n’est défini que pour un nombre complexe non nul.
Par suite la relation arg((z -2+ i)3) = g [271] n’a de sens que si M est distinct de A.

De plus, arg((z—2+i)3)s [2n] , si et seulement si, 3arg(z—2+i) :g +2km, keZ.

T
2
On en déduit que

arg((z—2+i)3) Eg [27], si et seulement si, arg(z—2+1) =% +21;_n, keZ.
Remarquons que

r +@EE [2n], sik=3n,neZ.

6 3 6

i —|—@EE+2—TE [2n],sik=3n+1,neZ.

6 3 6 3

T Jrzl(_nEEJrﬂ [2n],sik=3n+2,n€eZ.

6 3 6 3

On en déduit que, arg((z—2+i)3)zg [271], si et seulement si, arg(z—2+i)zg [275] ou

arg(z—2+i)z% [2n] ou arg(z—2+i)s377T [21t].

De plus, arg(z—2+i) = (fl, M) [271] .
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L’ensemble cherché est donc la réunion de trois demi <
droites [AB), [AC) et [AD) privées de A telles que v 2
S S 0

-~ -5\ T = ——=\_om
(u, AB)= < [, (u, AC)= =[] e 1

- —\ 3m

u, AD|=— 2%
(. AD) == [2n]

Exercice résolu 3
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ, ;/)
Déterminer et construire I’ensemble E des points M d’affixe z tels que
z—-1\ =n
arg| — |=— |2m]|.
8 (z+ij 3 2]
Solution
Soit M un point d’affixe z tel que z #1 et z # —1, alors
741 ——— v
arg| — |={MA,MB) |2%x| ou A et B sont les points
¢ ( zZ— lj ( ) [ ] P i A
d’affixes respectives 1 et —i. O 3
Par suite, M est un point de I’ensemble E, si et seulement
e — E
si, (MA,MB) == [2n]. B
3 "

Ainsi, I’ensemble E est I’arc BA, privé des points
A et B, du cercle & passant par A et B et tangent en A

a la demi-droite [AT) définie par (/ﬁ) Eg [27].

Il. Ecriture exponentielle d’un nombre complexe non nul
Activité 1

e —

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,u, V) )

1. Soit les points A, B et C d’affixes respectives z, =1, zg = %(x/gﬂ) et zo = g(l—i).

a. Donner les écritures trigonométriques de z,, zp et zc.

b. En déduire que les points A, B et C appartiennent au cercle trigonométrique.

2. Soit les points E, F et G du cercle trigonométrique tels que (G,GE) = —3771 [275],

(6.0F) = [2n]e (a,/o—\é)z_%“ [27].

Donner les écritures trigonométriques de leurs affixes.
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Pour tout réel 0, on note €' le nombre complexe cosO+1isinH.

Notation

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct

1
i0
- . . - M(e
(O U, V) , un point M appartient au cercle ﬁ )
0
KO
T

trigonométrique, si et seulement si, il a pour affixe 1

z=¢"? ou Gz(ﬁ,m) [27].

T .TT
=

. i— .
e=1,e2=i,e 2=—-i,e™=-1.

Pour tout réel O et tout entier k, e = e!(®+2km)

Pour tout réel 0, [e®=1 et e® =¢ et —e!® =M

Activité 2
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ ,\7) .

T 3n
i

On donne les nombres complexes z=¢ 3etz'=¢ 2 .

1. Donner le module et un argument de chacun des nombres complexes

- 1 z
n
-z,2,22',—,—etz", nel.
z z'

n

. i -z
2. Ecrire sous la forme € les nombres complexes zz', z , —,Z ,N€ 7.
z

Les propriétés ci-dessous découlent des propriétés de I’argument du produit, de I’inverse
ou du quotient de deux nombres complexes non nuls.

Soit deux réels O et 0'.

10

. a0 . 0 1 . el 0oy .A\N .

ele.ele =el(9+0) : — —e 10 : - =el(9 0") : (elﬁ) =e1n6’nez.
(S €

Exercice résolu 4

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O U, ;/) .

On considere le nombre complexe z :1+i+eie, 0e [O,n] et on désigne par E I’ensemble

des points M du plan d’affixe z .
1. Vérifier que le point B d’affixe zg = 1421 appartient a E.
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i— i—
1. On sait que i=¢€ 2. On peut alors écrire zg =1+2i=1+i+¢€ 2.

Solution

Ce qui prouve que B appartient a ’ensemble E.
2. Soit A le point d’affixe z, =1+1 et M un point du plan complexe d’affixe z.

M appartient a E, si et seulement si, z—z, = eie, 0e [O, Tc] .

On déduit alors, des relations |Z - ZA| =AM et arg(z —ZA) = (ﬁ,m) [211] ,

que M appartient a E si, et seulement si, AM =1 et (ﬁ,m) =0 [2n],0u 6

est un réel de [0,n]. 2]

L’ensemble E est donc le demi-cercle de diamétre [1J]
avec 1(2, 1), J(0, 1) et contenant le point B.

Activité 3
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O ,u ,\7) .

1. Donner I’écriture trigonométrique des nombres complexes

7 =21, 7, =31, 23:—§, Z4=\/§(1+i) et zs :M.

2. Ecrire chacun des nombres complexes précédents sous la forme el avec r>0.

Théoréme et définition

Tout nombre complexe non nul z, s’écrit sous la forme Mre'®)

z=re'? ,our= |z| et arg(z) = 9[21t] . r

sl pA

L’écriture z=1e'®, r>0 est appelée écriture exponentielle de z. g

Activité 4
On considére les deux nombres complexes z = 3+iet 2 =-1+i
z
> > 5 et Z’2.

.. ) - - 1
Donner I’écriture exponentielle des nombres complexes z, z, z', 2', zz' , —, z
z z

Activité 5
1. Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes z = V3-ietz =1+i
(1+i)*

(V3 —i)8 |
r Nombres complexes \
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( cous )
)/
.0 .0
. -~ iz
1. Vérifier que pour tout réel 0, 1+e%=(e 2+e2)e

Activité 6
.0
2
2 .
2 Jr
2. Donner I’écriture exponentielle des nombres complexes z=1+€¢ 3 etz'=1+¢€ 7.

Activité 7
Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,ﬁ,;) .

Soit A et B les points d’affixes respectives 1 et —1.

On considére un point M d’affixe z =¢e'*, avec a. e 10, af.

=)
> =
O._..

1. Donner, a I’aide de o, la mesure principale de(ﬁ,m) et

I’expression de AM.

2. Donner, a I’aide de o, la mesure principale de (G,W) et I’expression de BM.

3. En déduire le module et un argument de chacun des nombres complexes
Zi=1+zetZ,=1-z.
lll. Equation z"=a,n>1,acC"
Activité 1
1. Soit z un nombre complexe non nul d’argument szn, k € Z . Montrer que
a. si k =3n, alors arg(z)=0 [27] ,

b. si k=3n+1, alors arg(z)z%r [21t] ,

c. st k=3n+2, alors arg(z) = 4—: [271] .

2. Dans cette question, on se propose de résoudre dans C 1’équation (E) 20 =1.
a. Montrer que z est une solution de (E) , sietseulementsi, z=¢ 3 ,keZ.
b. Déduire de la premiére question que (E) possede exactement trois solutions distinctes.

3. Soit n un entier naturel non nul. Donner les solutions dans C, de I’équation z" =1.

Théoréme et définition

Pour tout entier naturel non nul n, I’équation z" =1admet dans C n solutions distinctes
.2km
—l

définies par z =€ ™ , Ientier k appartenant a {0, 1,..., (n—1)}.

Les solutions de ’équation z" =1 sont appelées racines niémes de 1’unité.
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Conséquence
Les points images des racines
sixieémes de 1’unité

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct M( ei%ﬂ)

- - 2 iZ
(O,u, V) . — M)
Lorsque n > 3, les points images des racines niémes de o K o
I’unité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit V(€ ) - lMo(e )

dans le cercle trigonométrique.

{4 3T
M4(e 3) Ms(e 3)
Activité 2
. —1+iV3
On pose j= —
1. Vérifier que j est une racine cubique de I’unité.
2. Vérifier les égalités suivantes j° =1, j* =j et 1+ j+j> =0.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, 7" =1, 7" =jet 72 =]

Exercice résolu 5
1. Vérifier que pour tout nombre complexe z, (z —1)(24 +23+2 +z+ 1) =z 1.

2. En déduire les solutions z,, z,, z; et z, de I'équation (E):z*+2° +2° +z+1=0.

3. a. Ecrire z,, z5 et z, a l'aide de z;.

b. En déduire les valeurs de z, +z, +z; + 2, et i+ L +L+L.
Z Zy Z3 Zy
Solution
1. Il suffit de développer le premier membre.

5
z° —1
2. Pour z#1, AR AN P

z—1’

L’équation (E) équivauta z°—1=0etz#1.

Il en résulte que les solutions de (E) sont les racines 5™ de 1’unité autres que 1, a savoir
.2n An .61 .8
1— 1— 1— 1—

lee 5 . Z2=C 5 ,Z3:e 5 etZ4:e 5 .

3. a. Il découle de la question précédente que z, = 212 , Z3 = Zf et z, = Zf.

b. En remarquant que z; + 212 + zf + zf =—1, on déduit de la question précédente que

Zl+22 +Z3 +Z4 =-1.
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Il est facile de vérifier, compte tenu de la question 3.a, que
1 1 1 1
215 —+—+—+—|=z +Z12 +zl3 +zf.
Z, Zp, Z3 Z4
1 1

e N 11
Les égalités z,° =1 et z, +212 +zf +zf = -1 impliquent qu¢ —+—+—+—=-1.
2y Zy, Z3 Z4

Activité 3

2
Résoudre dans C, 1’équation (lij =1.
+1i

En déduire les solutions dans C, de I’équation 7* =2i.
Activité 4
On se propose de résoudre dans C 1’équation (E) 127 =8i.

1. Montrer que z est une solution de (E) , si et seulement si,

V4 . .
— est une racine cubique

2e 6
de I'unité.
2. En déduire que 1’équation (E) possede exactement trois solutions.

.(m 2km
1[7+7j
Vérifier que les solutions de (E) sont z, =2¢ ‘¢ 3

ou k est un entier appartenant a {0, 1, 2}.

Soit a un nombre complexe non nul d’argument O et n un entier naturel non nul.

L’équation z" =a admet dans C, n solutions distinctes définies par
9 2%

=
zy=re " "/ ke{0,1,.,n-1}, ou r estle réel strictement positif tel que 1" = |a|.

Ces solutions sont appelées les racines niemes du nombre complexe a.

Démonstration

Posons a = |a| e'®. Considérons le réel > 0 tel que r' = |a|.
0 n
. n 17
On peut alors écrire a=1" | €1

Il en résulte que I’équation z" =a est équivalente a I’équation

r Nombres complexes \

21



On en déduit que z est solution de I’équation z" =a, si et seulement si,

z .
5 est une racine
if
N L ret
nieme de ["unité.

Par conséquent, I’équation z" =a admet n solutions distinctes de la forme
(Q @j
=re ke{O, L..., n—l} ,ou r est le réel tel que r" :|a|.
Conséquence

Les points images des solutions de

. 9 N\ . o
Le plan complexe est muni d’un repére Iéquation 20— |a| i0

orthonormé direct (O,u,v). M (pei®2m)

1
Lprsque n > 3, les points images des racines M,( rel2tie) _
niemes d’un nombre complexe non nul sont les v M( reld)

sommets d’un polygone régulier inscrit dans le -

0
cercle de centre O et de rayon r tel que " = |a|. M(r ne oy
M reilom)

M4( reL%)

=l

Activité 5
Déterminer les racines carrées, puis les racines quatriemes du nombre complexe u=-1+ i3,
Activité 6

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O u, V

Dans la figure ci-contre ABCDE est un pentagone régulier

B
inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 2 et A(2, 0).
1. Donner les affixes des points B, C, D et E. A
K/ |
E

2. Déterminer dans chacun des cas ci-dessous I’ensemble
des points d’affixe z tels que

a. arg(z)sé%n [27] ;

b. arg(g)zz?n [27] ;
n

c. arg(—Zz) = 3? [27:] .

Activité 7
Soit le nombre complexe z = \/2 - \/5 + i\/2 + \/5 .

1. Déterminer le module et un argument de z2,
2. En déduire I’écriture trigonométrique de z.
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IV. Résolution dans C, de I’équation az’+bz+c=0, a=0
Activité 1 Recherche des racines carrées d’un nombre complexe par une méthode
algébrique

Soit le nombre complexeu =3—4i.

On se propose de déterminer les racines carrées de u.

Remarquons d’abord que la recherche d’un argument du nombre complexe u ne conduit pas
a un angle "remarquable".

Déterminons alors, sous forme algébrique, les solutions de 1’équation z2?=u.
On pose z=x+1y avec x ety deux nombres réels.

x? - y2 =3
1. Montrer que 1’équation 22 =u équivaut a ¢ 2xy=-4 .
X%+ y2 =5
2. Vérifier que les couples (x, y) solutions de ce systeme sont (2, —1) et (—2, 1).
3. Conclure.
Activité 2
Déterminer, dans chaque cas, les racines carrées de u=—-8+6iet u=1- 2\/§i.
Activité 3

On considére dans C, I’équation (E):z” +2iz —%—i =0.

1. Montrer que 22+ Ziz—%—i =0, si et seulement si, (z +i)2 = 3+4 .
> 344

1
3. En déduire les solutions de 1’équation (E).

2. Vérifier que (2;— lj

Activité 4
Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a #0.

On se propose de résoudre dans C, 1’équation (E) raz’ +bz+c=0.

1. Montrer que I’équation az? +bz+c=0 est ¢quivalente a 1’équation
( b} b®-dac
Z+— | =—.
2a 4a°
2.0npose A= b? —4ac.

a. Montrer que si A=0, alors l’équation(E) admet une unique solution que I’on déterminera.

b. On suppose que A #0.
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Dans ce cas, le nombre complexe A admet deux racines carrées opposées o et —0.

Montrer que I’équation az’ +bz+c=0 est équivalente a I’équation

(z + b- Sj(z + b+ 8] = 0. En déduire les solutions de (E) .
2a 2a

Cette activité nous permet d’énoncer le théoréme suivant.
Théoréme

Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a #0.

L’équation az’ +bz+c =0, admet dans C, deux solutions (éventuellement confondues)

-b+d -b-9

et z, = ,ou & estune racine carrée du discriminant

définies par z; =
A=b*-4ac.

Conséquences

Si z; et z, sont les solutions de az’ +bz+c=0,a=0, alors

azz+bz+c=a(z—zl)(z—zz) , zl+zz=_—b et 7,7, =2,
a a

Méthode de résolution, dans C, de I’équation (E) : az’ +bz+c=0,a=0
«Sic=0, (E)s'éerit z(az+b)=0 et admet comme solutions z; =0 et z, =—.
a

. ;. —C [ . \ A
«Si b=0,(E)s'écrit 7° =— etlarésolution de (E) se raméne a la recherche des
a

. . —C
racines carrées du nombre complexe —.

a
« Si bc # 0, on détermine une racine carrée o du discriminant A = b% —4ac.
. -b+9 -b-95
Les solutions de (E) sont z; = et z, = 2
a

Activité 5
Résoudre dans C, les équations ci-dessous.
a. 2% —(1-1)z+2-2i=0.
b. 1+z+2>=0.
c.1-z+2% =0.
Activité 6
Zl + Z2 =1+ 21,

Déterminer les nombres complexes z; et z, vérifiant ,
212y = —1+1
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V. Exemples d’équations de degré supérieur ou égal a 3
Activité 1

Soit a;, a,,..., a,, des nombres complexes tels que a, #0, n>2.

Soit f:z+>a,z" +a, 2" +..+a;z+a,, zeC.

Soit (E)I’équation f(z)=0.

1. Montrer que si z, est une solution de (E) , alors pour tout nombre complexe z,

f(z)=0 équivaut a a,z" +a, 2" +..+az=a,7) +a, 7 | +..+a,Z.

2. En déduire que si z,, est une solution de (E) , alors (E) est équivalente a I’équation

(z-20)g(z) =0, ol g(z) est de la forme a,z" "' +b, ,2" % +...+ by,

avec by, by,..., b,_, complexes.

Théoréme
Soit a;, a,,..., a,, des nombres complexes tels que a, #0, n>2.
Soit P(z)=a,z" +a, ;2" ' +..+a;z+a,.
Si 7, est un zéro de P, alors P(z)=(z—-2,)g(z), ot g(2) est de la forme
a,z" ' +b, ,2"% +..+ b, avec by, by,..., b, , complexes .
Exercice résolu 6
On considére, dans C, I’équation (E): 2+ (1- 4i)z2 —(7+3i)z+61-2=0.
1. Montrer que I’équation (E) admet une solution imaginaire et la déterminer.

2. Résoudre I’équation (E).

Solution
1. Posons z; =1y avecy réel.

z,, est solution de (E) si, et seulement si, (iy)3 +(1 —4i)(iy)2 —(7+3i)iy+6i—-2=0.

11 suit que, z, est solution de (E) si, et seulement si,
—y2 +3y—2+i(—y3 +4y2 —7y+6) =0.
—y? +3y-2=0 (%),

v +4y? —Ty+6=0 (**).
L’équation (*) admet deux solutions réelles qui sont 1 et 2. Seul le réel 2 vérifie

On en déduit que z, est solution de (E), si et seulement si, {

l’équation(* *) . Il en résulte que le réel 2 est 'unique solution du systéme précédent.
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On en déduit que z, =2i est 'unique solution imaginaire pure de (E).

Il suit que z +(1—4i)z2 —(7 +3i)z+ 61—2= (Z—Zi)(z2 +bz+ c), avec b et ¢ des nombres
complexes.

Un développement et une identification terme a terme nous donnent b=1-2ietc =-3-1.

L’équation (E) s’écrit alors (Z—Zi)(Z2 +(1—2i)z—3—i) =0,

ce qui équivauta z=2i ou z> +(1-2i)z-3-i=0.

Les solutions de I’équation (E,):z* +(1-2i)z—3-i=0 sont z; =—2+1 et z, =1+i.

Il en résulte que 1’équation (E) a pour ensemble de solutions S = {2i, —2+1, l+i} .
Activité 2

Soit f(z):z3 +(2+2i)z2 +(2+1)z+3+i,0u zeC.

1. Vérifier que f(i)=0.

2. En déduire les solutions, dans C, de I’équation f(z)=0.

VI. Nombres complexes et trigonométrie

Pour tout réel x et pour tout entier n,
(cosx +isinx)" = cos(nx)+isin(nx). (Formule de Moivre).

Pour tout réel x,
X —ix ix —ix

COSX =—— et sinX = 2—.6. (Formules d’Euler).
i

Les formules de Moivre et d’Euler permettent d’établir un grand nombre de formules
trigonométriques.
Elles permettent aussi d’exprimer des puissances de cosx et sinx al’aide de

cos(nx) et sin(nx).

Activité 1
. . . 1+it i
Soit k un entier. Montrer que pour tout réel x différent de (2k + 1)E , % =e?x,
—itanx

Activité 2
1. En utilisant la formule de Moivre et la formule du bindme de Newton, montrer que

cos3x = cos> x —3cosxsin’ x et sin3x =3cos’ xsinx —sin’ x .
2. Exprimer cos4x et sin4x en fonction de puissances de cosx et de sinx.
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Exercice résolu 7 En transformant une expression contenant une

c . .5 puissance de cosx ou de sinx sous une forme qui ne
Linéariser sin” X, x e R. . . . . . .
contient aucun produit de fonctions circulaires, on dit
qu’on a linéarisé I’expression donnée.
Solution
s 5 : .5 1 ix —ix 3
En utilisant une formule d’Euler, on obtient sin” x = s(e" —-¢ .

(2i)
La formule du bindbme de Newton, donne

(elx . e—lx) _ eSlX _ C}j e41xe—1x + Cg e31xe—21x _ Cg e21xe—31x + Cgl e1xe—41x _e—SIX )
. ix —ix 3 _ [ A5ix —5ix 3ix -3ix ix —ix
On obtient alors, (€7 —¢€ =le’" —¢e -5le’" —-e +10(e” —¢e .

5

Il en résulte que sin” x = %(sin 5x —5sin3x +10sinx).

Activité 3

Linéariser cos’

3 3 4

X, sin” X, sin” X.cos ' X ou X est un réel.
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\ QCM - VRAI - FAUX )

QCM
Cocher la réponse exacte.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, ;/) . Soit les points M(z) et M'(z').
1. a. La distance MM’ est égale a

D|Z—z’. DHZ|—|Z'”. D|Z+z'|.

b. Si arg(z)=arg(z') [2n] alors
D O, M et M' sont alignés. Dz =z D |z| = |z’|.

2. A, B et C sont trois points d’affixes respectives z 4, zg et z¢ tels que
zg—zp =4i(zc -2y ). Alors
[ | ABC est isocéle. [ 1(AB) et (AC) sont [ 1(AB) et (AC) sont

perpendiculaires. parall¢les.

3. L’équation z22-2z+2=0a pour solutions

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Une équation du second degrés dans C admet toujours deux racines opposées.
2. Soit z et a deux nombres complexes non nuls.
4_ 4 .
z =a ,sietseulementsi, z=a ou z=-a.

3. Soit z; et z, deux nombres complexes non réels.
Le conjugué du nombre complexe Z =z, +iz, est Z=z, —iz,.
4. Deux nombres complexes non nuls ayant méme argument et méme partie réelle sont
¢gaux.
. .3 . . . :
5. Soit z un nombre complexe. Si z~ est réel alors nécessairement z est réel.
6. Soit z et z' deux nombres complexes non nuls.

Si |z| = |z’| alors nécessairement z=z7' ou z=-7'.
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\_ Exercices et problemes i

Déterminer dans chacun des cas ci-dessous, les

nombres complexes z sous forme algébrique.
z—1

a. —=21
zZ+1i
b 2o
2z
2z+1  2iz
"z 1-z

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct
(0,u,v).

Représenter, dans chacun des cas ci-dessous, les points
A,B, S,P,Tet] d'affixes respectives

ZA, Zg, ZA +ZB s ZAZB, L et L
ZA 7B

a. |zp|=3, arg(zA)Eg [2x],

|zg|=1et arg(zB)Eg [27]

b [za] =2, arg(z4) =7 [27],
|zp|=4 et arg(zg)=m [2n].
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0,u.v).
Soit z#—i et M le point d’affixe z.

s z—1
On considére le nombre complexe Z=——.
Z+i

1. Déterminer et construire I’ensemble des points M
tels que Z soit réel.
2. Déterminer et construire I’ensemble des points M

tels que Z soit imaginaire.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0,u.v).
Soit Z un nombre complexe non nul et M le point

d’affixe z.

1 z+1
On considere le nombre complexe Z=——.
z

1. Déterminer et construire 1’ensemble des points M
tels que Z soit réel.

2. Déterminer et construire I’ensemble des points M
tels que Z soit imaginaire.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct

(O,ﬁ,;/). Soit Z un nombre complexe.

1. Déterminer et construire I’ensemble

E :{M(z) eP tel que Z—_l = 1}.
z—1

2. En déduire I’ensemble

F= {M(z) e P tel que 22_.2 = 2}
z—1

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct
(0,u,v).
Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z

tels que arg(z)—arg(z—l) Eg [2n],ze(C\{0, l} .

Donner I’écriture algébrique des nombres
3in 3in

3in 3in _Zin
complexes 2¢ 2 , —e¢4 et 3¢ 3 .

Donner I’écriture exponentielle des nombres

complexes
s\t
,le? (e“”) .

l—i+\/§

’1+i+\/§'

a. | 3e ,

3elTE
b -343i , 23-2i, (1-i)

Soit le nombre complexe
VB2 JE-\2
2 2

1. Donner I’écriture exponentielle de a’.
En déduire I’écriture exponentielle de a.

. T
2. Donner les valeurs exactes de cos% et smE .
3. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0,u,v).
a. Construire les points A et B d’affixes respectives a

et ia?.

b. Déterminer I’ensemble E des points M d’affixes z
{iz +a’ J 11n
tels que arg
z—a

=———+kn, keZ.
12
Vérifier que O appartient a E. Tracer E.
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\_ Exercices et problemes i

On considere les nombres complexes

LT .27
i

_i2®
6,zy=2¢ 3 etz

LT
~J2e 4.

Zl =€
Donner 1’écriture exponentielle de
P
. z z z z
1z, —2., Z1Zy, —1, AVAYAY 234 , % et 2 .
1+1 Zy z Z3

Déterminer les racines cubiques de
42 (i+1).

Déterminer les racines quatrieémes de
8v2 (-1-1).

Déterminer les racines cinquiémes de 32 1.

Déterminer les racines sixiémes de
32(i-+3).
Résoudre dans C chacune des équations ci-

dessous.
a. 72 +182+1681=0.

b. 22 —(5-i)z+8-i=0.
c. Z2+4(i-1)z+2(4-i)=0.
d. 22 +(1-3i)z-2(1+1)=0.
Résoudre dans C chacune des équations ci-

dessous.
4 2
a.z +6z°+25=0.

b. 24 +42°-77=0.

On considére dans C 1’équation

(E):2° —82% +242-32=0.

Vérifier que zg =4 est une solution de (E).

2. Résoudre (E).

On notera z; la solution de (E) ayant une partie

imaginaire positive et z, sa solution ayant une partie
imaginaire négative.
Déterminer la forme exponentielle de z; et z, .

On considere dans € 1’équation
(E):2° —(3+4i)z% -4(1-3i)z+12=0.

1. Montrer que 1’équation admet une racine réelle que
’on déterminera.

2. Résoudre dans C 1’équation (E).

On considere dans C 1’équation
(E):2’ =2+11i.
1. Vérifier que zy =2+1i est une solution de (E).

2. Résoudre dans C 1’équation (E).

Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (O,ﬁ,;/).
1. Résoudre dans C I’équation

ZE+3(Z—;>:13+181,onnotera z) etz, les

solutions avec Re(z;)<0.

2. Représenter les points A et B d’affixes respectives
7y et z,.

3. Déterminer I’affixe du point G centre de gravité du

triangle OAB.
4. Déterminer I’affixe du point C pour que OABC soit

un parallélogramme.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0,u,v).
1. On considére dans C 1’équation
(E):z3 —(4+i)z2 +(7+i)z—4:0.
a. Montrer que 1’équation (E) admet une racine réelle

que I’on déterminera.
b. Résoudre dans C 1’équation (E).

2. a. Représenter les points A, B et C d’affixes
respectives 1, 2+2iet 1—1i.
+2i

—1

. . 2
b. Déterminer le module et un argument de

En déduire la nature du triangle OBC.
¢. Que représente la droite (OA) pour le triangle

OBC?
d. Soit D le point tel que CD = CO et

(CO, CD) = —g [27].
Quelle est la nature de OCDB ?
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1. Déterminer les racines quatri¢mes de
I’unité.
2. Résoudre dans C I’équation

z—1 3 z—1 2 z—1
[ ) +( ) +( .j+1:0.
Z+1 Z+1 Z+1

Résoudre dans C, I’équation

l+z+zz+...+z6 =0.

2n 4r 61
Calculer cos— +cos— +cos— .
7 7 7

1. Montrer que pour tout entier n >0 et tout
nombre complexe z,
1-2"*! :(l—z)(1+z+22 +...+zn).
2. Montrer que pour tout réel 0,

i .. 09
1-e'® = 2isin—e 2.

3. Soit un entier n >1 et un réel
0 # 2km, k un entier relatif .
On pose S=1+cos0+cos26+...+cosnb
et S'=sin0+sin20+...+sinnd .
_ i0n+D)

a. Montrer que S+iS'= -
1 _ 619

sin(n +1]9
_\2)

0
cos nE
sin —

b. En déduire que S=

sin(n;lje
et S'= — 0

.0
smnE.
sin—

Le plan est muni d’un repere orthonormé
direct (O,ﬁ,;) .

On considere I’application f du plan dans lui méme,
qui a tout point d’affixe z, associe le point M’

d’affixe z' telle que z'= z> —4z.0n désigne par A

et B les points d’affixes respectives 1—1 et 3+i.

1. a. Calculer les affixes des points A' et B' images
des points A et B par f.

b. On suppose que deux points ont la méme image
par f. Montrer qu’ils sont confondus ou que 1’un est
I’image de 1’autre par une symétrie centrale que 1’on
précisera.

2. Soit I le point d’affixe -3 .
a. Montrer que OMIM' est un parallélogramme, si et

seulement si, 722 -32+3=0.

b. Résoudre dans C, I’équation 22 -3z+3=0.

3. a. Exprimer (z'+4) en fonction de (z-2).

En déduire une relation entre |z' + 4| et |z - 2| puis
entre arg(z'+4) et arg(z—2).

b. On consideére les points J et K d’affixes respectives
2et —4.

Montrer que I’image de tout point M du cercle de
centre J et de rayon 2 appartient a un méme cercle que
’on déterminera.

c. Soit E le point d’affixe zg =—4-3i.

Donner la forme trigonométrique de zg +4 et

montrer qu’il existe deux points dont I’image par f est
le point E.

Préciser I’écriture algébrique de I’affixe de ces deux
points.

Le plan P est muni d’un repére orthonormé
direct (O,ﬁ,;/).
On désigne par A, B et C les points d’affixes

respectives 2i, —1 eti.

On consideére Iapplication f de P\{A} dans P qui, a
tout point M de P\ {A} d’affixe z, associe le point
z+1

z-2i

1. a. On désigne par C', I’image de C par
I’application f.

Quelle est la nature du quadrilatere ACBC' ?

b. Montrer que le point C admet un unique antécédent

M' d’affixe z' telle que z' =

par I’application f que I’on notera C" . Quelle est la
nature du triangle BCC" ?

2. Donner une interprétation géométrique du module
et d’un argument de z'.

3. a. Déterminer I’ensemble E des points M tels que
7' soit un réel strictement négatif.

b. Déterminer 1’ensemble F des points M tels que z’
soit un nombre imaginaire non nul.

¢. Déterminer 1’ensemble G des points M tels que M'
appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1.
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Soit le nombre complexe z = e —i avec

0e| 0,5 .

2
1. On désigne par M et M’ les points images
respectives de z et z dans un repére orthonormé
direct (O,ﬁ ,;1).
Déterminer I’affixe du point N pour que OMNM'
soit un losange.

T
¢
2. a. Montrer que z = 2cos[g+%je 24,

z

b. Mettre = sous la forme exponentielle.

z
c. En déduire la valeur de 6 pour que OMNM' soit
un carré.

d. Construire le carré OMNM' pour la valeur de 6
trouvée.

Le plan P est muni d’un repere orthonormé

direct (O,ﬁ ,;1). Soit A le point d’affixe 1.

On considére I’application f de P\{A} dans P qui, &
tout point M de P\{A} d’affixe z, associe le point

M’ d’affixe 7z’ telle que z' = EJF? .
7—
1. Soit B le point d’affixe 1-1i.
a. Déterminer ’affixe du point B' image de B par f.
b. Placer les points B et B' dans le plan P.

LT

"
2. Soit C le point d’affixe 1+2¢ ©.
a. Calculer AC.

b. Déterminer (ﬁ s A‘(.f)

c. En déduire la construction du point C.
d. Montrer que f(C)=C.

3. a. Calculer (Z - 1)(2' - 1).

b. En déduire que AM.AM' =4,

c. Déterminer I’image par f du cercle de centre A et
de rayon 2.

Le plan est muni d’un repére orthonormé

direct (O,ﬁ, \7) .
B+l B-1

2 +i—— .

4

Soit a =

On désigne par A le point d’affixe z; =6+ 61 et

pour tout entier naturel n, on désigne par A, le point
d’affixe z, =a"z,.

1. Ecrire z; et a’ sous forme algébrique puis sous
forme exponentielle.

2. Exprimer z3 et z; al’aide de z; et a?.

3. En déduire I’écriture exponentielle de z3 et z; .

4. Placer les points A, Ay, Az et A;.

Le plan P est muni d’un repére orthonormé

direct (O,ﬁ ,;/) On considere la transformation f du
plan qui a tout point M d’affixe z non nulle associe le
point M'" d’affixe z' = i

z
1. Déterminer I’ensemble des points fixes de f.
2. Démontrer que pour tout point M distinct de O, les
points O, M et M’ sont alignés et que OM . OM'=1.
3. a. Montrer que les points A, B et C d’affixes
respectives 4, 2+ 2i, 2—2i appartiennent au cercle
% de centre le point I d’affixe 2 et de rayon 2.
b. Calculer les affixes des points A', B et C' images
par f des points A, B et C.
Montrer que les points A’, B' et C' appartiennent a
une méme droite dont on donnera une équation.
4. a. Montrer pour tout nombre complexe non nul z,

|z—2| =2, si et seulement si , %—z’ :|z’| )

b. En déduire I’image par f du cercle Z.

Le plan est muni d’un repere orthonormé
direct (O,ﬁ,;/).
On désigne par A, le point d’affixe zp =1 , etpar @

le cercle de centre A et de rayon 1.
I. Soit F le point d’affixe 2, B le point d’affixe

. T

i
zg =1+¢€ 3 etE le point d’affixe (1 + sz) :
1.a. Montrer que le point B appartient & & .
b. Déterminer une mesure en radians de I’angle
orienté (E, A—B) . Placer le point B.
2. a. Déterminer la forme exponentielle des nombres
complexes (zg —zp ) et (zg —2zp ).

b. En déduire que les points A, B et E sont alignés.
3. Placer le point E.
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II. Pour tout nombre complexe z différent de 1, on
consideére les points M et M’ d’affixes respectives z

et 7 on z' =147,

1. Pour tout z# 0 et z#1, donner a I’aide des points
A, M et M', une interprétation géométrique d’un

!

argument du nombre complexe

Z f—
2. En déduire que A, M et M’ sont alignés, si et
. 7’ .
seulement si, 1 est un réel.
7 —

Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0,u.v).
On considére la suite (o, ) de nombres réels définie

T .
par o = E et pour tout entier naturel n,

_ T
(Xn+1—(1n+?.

On désigne par M, le point du cercle de centre O et
de rayon 1 tel que (ﬁ,OMn ) =a, [2n] .
1. Placer les points M, , pour 0<n <8.

2. Onnote z, I’affixe de M,, . Ecrire z,, sous forme

exponentielle.
3. Montrer que pour tout entier n, les points M, et
M, ,¢ sont diamétralement opposés.
4. Montrer que pour tout entier n, les points M,, et
M, 1, sont confondus.

_2in

5. Montrer que pour tout entiern, z,,, =€ 3 z,.

En déduire que pour tout entier n, le triangle
MM, ;4M, g estéquilatéral.

1. Résoudre dans C 1'équation zt=-1.

2. Soit 6 € R\{kn avec k e Z}.

Montrer que
1
tan 9
2

zZ+1 e, . \

—— =€ ¢quivauta z =

z—1i

3. En déduire les solutions de 1'équation
(z+i)" =—(z-i)".

Le plan P est muni d’un repere orthonormé
direct (O,ﬁ,;/).
Soit A le point d’affixe —i.
On consideére I’application f de P\{A} dans P qui, a
tout point M de P\ {A} d’affixe z, associe le point

M’ d’affixe z' telle que Z':,I—Z—'
i—z

1. Déterminer I’ensemble des points invariants par f.
2. a. Montrer que pour tout ze C\{-i},

(7+i)(z-i)=1.

b. En déduire que AM'.AM =letque M'e [AM).
3.a. Soit e R\{—g+2kn, k ez},

Montrer que 1'affixe de f (M) est égale a eie,

. . 1 06 m) .
siet seulement si, z=——| tan| ——— |+1 |.
2 2 4

b. Résoudre dans C 1'équation 7 =1
c. En déduire les solutions de I’équation

iz3 = (—i — 2)3 .

Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (O,ﬁ , ;/) . Soit a un réel et I’équation
(E): 22 +a(l-i)z—ia® =0.
1. Résoudre dans C, I’équation (E).
On notera z; la solution réelle et z, 1’autre solution.
2. On désigne par A et B les points d’affixes

respectives 2+z; et z, .

Soit le carré de sens direct ACBD.

a. Montrer que le point C est fixe.

b. Déterminer et construire I’ensemble des points D
lorsque a varie dans R.

1. a. Résoudre dans C I’équation

72 - 2\3Z+4=0.

b. Ecrire les solutions trouvées sous forme
exponentielle.
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2, OnposeU:%[(l—i)Jr\/g(lﬂ)J :

a. Calculer U2 .
b. Déterminer la forme trigonométrique de U.
c¢. En déduire alors les valeurs de

b LT
cos— et sin—.
12

3. Pour tout Ze C, on pose
P(2)=2"-2(\3+i)Z* +4(1+iV3)2-8i
a. Montrer que I’équation P(Z)=0 admet une

solution imaginaire pure que 1’on déterminera.
b. Résoudre dans C I’équation P(Z)=0.

4. Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct
(O,ﬁ,\?) , on donne les points
A(V3-i), B(V3 +i) etC(2i).

a. Représenter les points A, B et C.
b. Montrer que le quadrilatére OABC est un losange.

. ; T
Soit un réel a de [0, E] .
I. 1. Exprimer a I’aide de o,

. . \2 . - \2
(612a +261(x) _(612(1 _261(1) -
2. Résoudre dans C 1’équation
z —(eiza +2ei°‘)z+7_ei3°‘ =0.

II. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(o,ﬁ,&).

On désigne par A, B, A'et B’ les points d’affixes
respectives z, =€, zg =2¢*,

Zpr = IZA et Zg = —iZB .

1. a. Mettre z,: et zg sous la forme exponentielle.

b. Placer les points A,B,A'et B’ pour a =% .

2. Soit I le milieu du segment [A'B'].
Z1 1

a. Montrer que ———=——1.
ZB —ZA

2

b. En déduire que la médiane issue de O du triangle
OA'B’ est une hauteur issue de O du triangle OAB et

que Ol = %AB .

I.1. Résoudre dans C 1’équation

2> ~2€'%2+2e%* =0, o un réel de [0,7].

2. Mettre les solutions sous la forme exponentielle.
II. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct

(0,u.v).

On désigne par A et B les points d’affixes respectives
2 =(1-i)e etz = (1+1)e™.

L
2

1. a. Montrer que =1i.

b. En déduire que OAB est un triangle rectangle et
isocele en O.

2. a. Montrer que (E,HS)EOH% [27t].

b. Déterminer O pour que la droite (AB) soit
paralléle a la droite d’équation y=x .
c. Construire A et B pour la valeur de o trouvée.

Soit un réel 6 de {0, g[ et I’équation

(E):iz* +6sin6z-9i=0.

1. a. Résoudre dans C I'équation (E).

b. Ecrire sous la forme exponenticlle les solutions de
I’équation (E).

2. Le plan est muni d’un repere orthonormé direct
(0,u,v).

On désigne par A, M; et M, les points d’affixes
respectives 3i, z; =3(cos0+isin0) et

7y =3(—cosO+isin0).

a. Vérifier que les points A, M; et M, sont sur un

méme cercle que 1’on précisera.
b. Déterminer la valeur de 6 pour laquelle le
quadrilatére OM;AM, soit un losange.

3. Résoudre dans C 1’équation izt +34322 —9i=0.
Placer les points images des solutions.
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