Chapitre 5

Primitives

" Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive, par rapport aux
fonctions f’x, £’x, &c.qui en dérivent, et nous appellerons celles-ci,
fonctions dérivées, par rapport a celle-1a"

(Lagrange, 1797)
(Cité dans E.Haier et al, L’analyse
au fil de I’histoire, 2000)



l Chapitre 5 l

I. Définition

Activité 1
Soit les fonctions f et F définies sur R par f(x)=3x"+4x -1 et F(x)=x> +2x* —x+2.

Vérifier que F'=f.
Déterminer une fonction G dérivable sur R et distincte de F telle que G'=f .

Définition
Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de £
sur I lorsque F est dérivable sur I et F'(x)=f(x), pour tout x de L.

Activité 2
Dans chacun des cas ci-dessous, vérifier que la fonction F est une primitive de la fonction £
sur I’intervalle I.

1 1
1. F(X):; , f(X)=—x—2 . I=[1,+CD[.
2. F(x)=x2 ; f(x)=2x ; I=R.
1 T T
3. F =t ; f = ; I: -—, —|.
(x) anx (x) . 1 2 2[

Théoréme (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive sur 1.

Activité 3 84
Dans le plan muni d’un repére orthogonal 64
(O, T, 3) , on a représenté la courbe Cg de 41

la fonction F définie sur [0, 3] par 24

F(x)= x3—x?%—4x.

Les courbes C;, C, sont les images

respectives de Cr par des translations de

vecteurs colinéaires a j .

On désigne par G;, G, les fonctions de courbes respectives C,, C, .
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1. Déterminer la dérivée f de F. Que représente F pour f ?
2. Déterminer Gy, G, .
3. Soit H une primitive de f sur [0, 3] . Justifier que la courbe de H est I’image de celle de F

par une translation.

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si F et G sont deux primitives de f sur

I, alors la fonction F—G est constante sur 1.

Démonstration
Les fonctions F et G étant des primitives de f sur I, il en résulte que F'(x)—G'(x) =0, pour

tout x de I. Ce qui implique que F—G est constante sur I.

Corollaire
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit x,un réel de I et yo un réel. Alors il

existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xq)=yj.
Démonstration

L’unicité découle du théoréme précédent.
D’autre part, soit G une primitive de f sur L.

La fonction F définie sur I par F(x) =G(x)-G(xg)+y, est laprimitive de f qui prend la

valeur y, enxg.

Activité 4
On considére les fonctions f, g et h définies sur ]0, +oo[ par
f(x)=L+L2 ; g:X>sinx+cosx ; h:x+>sinx—cosx.

\/; (x+2)

Identifier parmi les fonctions suivantes celles qui sont des primitives sur ]0, + oo[ de I'une

des fonctions précédentes.

F11X|—)2\/—_ 2

2—4 ; B x> n—sinx—cosx ; Fj:xH —sinx—cosx-1;
X+

Fy ;x> sinx—cosx+m; F5 :XxH>sinx—cosx.
Activité 5
Soit F et f les fonctions définies sur |0, +oo| par F(x)=§x x—%x2 et f(x)=/x —x

1. Montrer que F est une primitive de f sur ]0, +oo| .

2. Déterminer la primitive G de f sur ]0, +oof telle que G(1)=2.
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Il. Primitives des fonctions usuelles et opérations

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur I’intervalle I et a, c,
o et @ des réels avec @#0.

f | I F
B R X ax+c
. n+l
x—x", neN R X +C
n+1
1 x—n+l
x> —, n eN\{0,1} 10, +oof  (ou Jo0,0]) X > +c
X -n+l1
e [0, +oo xi—)%x X+cC
1
W == 0’+(X)
T ] [ x5 2Jx +¢
X > cosx R XH>sinx+c
X b sinx R X —CosX+C
x > cos(@x + ) R xl—)lsin(mx+(p)+c
®
. 1
x b sin(@x +¢) R x> ——cos(@x +¢)+c
®
A+ tanPx ]_g, g[ X > tanx +c

Le théoréme ci-dessous découle des opérations sur les fonctions dérivables.

Théoréme

Soit F et G deux primitives respectives de deux fonctions f et g sur un intervalle L.
» La fonction F+G est une primitive sur I de f+g.

« Soit A un réel. La fonction AF est une primitive sur I de Af .

Activité 1
Déterminer, dans chaque cas, une primitive de f sur ’intervalle 1.
1.f:xi—>—2x2+3x, I=R.
3 2
2. x> ——+—, =10, +oo| .
RN ot
3. f: x> —2cosx +5sinx, I=R.

4. f:x > cos(—2x)+sin(5x), I=R.
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5.f:XI—>tan2x, I= —E,E.

() ] 2 2[
2 3

6. f x> ———, I=(-3,-1].
NER [ ]

Activite 2

La quantité d’une substance chimique produite au cours des dix premicres secondes d’une

expérience a été de 12g. Au bout de t secondes du début de 1’expérience, le taux de

40 200
=—+

production instantané (en g/s) de cette substance a été de Q'(t) Tt — t2 10.
t t

1. Déterminer la fonction Q qui 4 tout t>10 associe la quantité Q(t) produite au bout de t

secondes.
2. Tracer dans un repere la courbe de la fonction Q.
3. Peut-on avoir 20 g de quantité produite ? Pourquoi ?

lll. Calcul de primitives

Dans le tableau suivant F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I etu et v
désignent deux fonctions dérivables sur I.

f Condition F
u'u”, n entier naturel non utt
nul n+l
u'v+v'u u.v
14
u —n+l
—,n eN\{0,1} u ne s’annule pas sur I 4
u -n+l
u'v-v'u u
— v ne s’annule pas sur I =
v v
14 . e
u u strictement positive sur
¢ 2Ju
E I
.3 2
u’ Ju u positive sur I gu u
i (R * u est strictement positive "
u Ru ", neN \{1} sur 1 nYu
w une fonction dérivable
u' (w'ou) wou
sur u(I)
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Activité 1

Vérifier dans chaque cas que la fonction f posséde des primitives sur 1’intervalle I et

déterminer sa primitive F telle que F(xo) =Yp-

L fix (2x-1)(x*-x+3), =R, xo=1 et yo=2.
6x -1
2. f x> ——, I=11,400[, = =
(%2 —x)? ] [ Xg=2 et yp=0.
3
tan~ x T = T
3.f:x , I=]-—, =, Xg=—— et yg=-1.
cos® x ] 2 2[ 0 4 Yo
2
+1
4. fix 2xx + 2, 1=10,+o0[, xo=1 et yg=—1.
2& ] [ 0 Yo
5.fZX|—)\/2—X, I=]—CD,2], X0=1 et y0=0.
Activité 2

Un physicien étudie le mouvement d’une particule.
La vitesse initiale de la particule est de 3m/s et t secondes aprés le début de 1’expérience,
1

—3-
2(Ve+1)
1. Déterminer la vitesse de la particule t secondes aprés le début de 1’expérience.
2. Déterminer la distance parcourue par la particule t secondes apres le début de
I’expérience.
Activité 3

son accélération (en cm/s’) estde a(t)=1-

_2x® —11x% +20x-10

Soit f la fonction définie sur ]2,+eo[ par f(x) (x— 2)2

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que f(x)=ax +b+ ( )2 .
x—2
2. En déduire une primitive de f sur ]2,+o0[ .
Activite 4
1. Soit f la fonction telle que f(x)= sin’x.

- T 1—cos2x \ . .
Utiliser I’égalité sin? x = — pour déterminer une primitive de fsur R.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) =sin®x.

Utiliser Iégalité sin® x = sin x(l — coszx) pour déterminer une primitive de g sur R .

3. Déterminer une primitive sur R de la fonction x cos’ x.

Déterminer une primitive sur R de la fonction x > cos’ x.
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1+x

Exercice résolu
2

Soit f 1a fonction définie sur [0,+ o par f(x)= et C; sa courbe représentative

1+ x+x2

dans un repére orthonormé (O ,T,]) .
1. a. Etudier f et tracer Cg.

b. En déduire que pour tout réel t de [0,+ o], %s f(t)<1.
2. Soit F la primitive de f sur [0,+ o[ qui s’annule en 0.

2
a. Montrer que pour tout réel x de [0,+ [ ona 3% <F(x)<x.

b. En déduire la limite de F en +oo.
c. Dresser le tableau de variation de F.
3. Soit G la fonction définie sur [0,+ o[ par G (x)=F(x*}.
a. Montrer que G est dérivable a droite en 0.
b. Etudier les variations de G sur [0,+ o[ .

¢. Donner ’allure de la courbe de G dans un autre orthonormé (O,ﬁ,;) .

Solution
1. a. La fonction f est une fonction rationnelle et 1+ x +x2 # 0 pour tout réel x, donc f est
continue et dérivable sur [0,+ o[ .

x? -1
Le calcul donne f'(x) = 55X 20.
(1 X +x2 )
Tableau de variations de f Courbe de f
X 10 1 +00
2
f '(x) - 0 +
T 1 y=1
f 1 2>
3 1 2 3 4

b. D’aprés le tableau de variation de f, %s f(t)<1, te[0,+o[.

2. a. La fonction F est une primitive de f'sur [0, +oo[ , elle est dérivable sur [0, + o[ et
F(t)=£(t), t>0.

De la question 1. b on déduit que % <F(t)<1,t20.
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On applique le théoréme des in€galités des accroissements finis sur [0, x] , x20.

Le résultat en découle.

b. Pour tout réel x de [0,+ o[, x |o +oo

szF(x)Sx.Deplus, lim 2x = +o0. F'(x) +
3 x—+0 3

o0
F /
Il en résulte que lim F(x)=+o0. 0

X—+0
2
G(x) Flx
. a. Pour tout réel x de [0,+oo[ , (x) = ( ) . De plus, Ex2 SF(xz) <x2.
X X 3

2 _F(x’) F(<’)

Il en résulte que =x <——~=<x, x € ]0,+0[ et par suite lim =0.
X x-0t X
On conclut que G est dérivable & droite en 0 et G4 (0) =0.
b. La fonctionG = Fou avec u: x > x2. X |0 400
Les fonctions F et u sont dérivables sur )
G )0 +

[0,+0of et u([0,+oo[)=[0,+oo[. -
I1 en résulte que la fonction G est dérivable G /
sur [0,+ oof et G'(x)=f(x2).2x 0

c. Etude de la branche infinie en +c0.

G
sz@et lim Zx=+oo .
3 X x>+ 3 3
alors lim @ = 400,

Xo+o X 2]
La courbe de G admet en +o0 une
branche parabolique de direction (O, ]) . u

0 1 2 3
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QM VRAI m’ux

QCM

Cocher la réponse exacte.
. . T oW . .
1. La fonction x > tanx est la primitive sur ]_E’ 5|: qui s’annule en 0 de la fonction

I:I X > sin? x.

[]x>1+tan?x. [Jxm ——.
sin” x

2. La primitive de la fonction x > sinx sur R, qui s’annule en 0 est la fonction
Dxl—)l—cosx. Dxl—)—cosx. Dxl—)cosx—l.

3. La primitive qui s’annule en 0 de la fonction x > 1+cosx sur R est

D paire. D impaire. D ni paire ni impaire.
4. La primitive sur ]—1, + oo[ de la fonction x > 3 qui s’annule en 0 est
1-x
Dot 1 el 1 [Quo—l L
2(1-x)" 2 4(1-x)* 4 2(1-x)" 2
5. La primitive sur R de la fonction x - x cos x, qui prend la valeur 1 en 0 est
2 Dxl—)xsinx+cosx. Dxl—)cosx—xsinx.

x° .
D X —sinx+1.
2

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. La primitive sur R d’une fonction continue est une fonction continue sur R .

(1 )
. x%sin| — | si xe]R*,
2. La fonction x > X

0 six=0

—Cos (1] +2x sin(l) sixe ]R*,
X X X
0 six=0.

3. Si F est une primitive d’une fonction f sur R et G est une primitive d’une fonction g sur
R alors F.G est une primitive de f.g sur R .

4. Si F est une primitive d’une fonction f sur R alors la fonction x > F(2x) est une

est une primitive sur R de la fonction

primitive de la fonction x > f(2x) sur R.

5. Si deux primitives d’une fonction f sur un intervalle I coincident en un réel x,, de I alors

r Primitives \

elles sont égales.

104



Déterminer les primitives F sur I de chacune des

fonctions f ci-dessous.
1.f:x - -5x* +2x-3,
2.f!XI—)X+2—iz,
X
3x
2 E]
(3)(2 + 2)

:xl—)(—x+3)6,

3.f:x

4.f

5.f

6.f: x>

—4x+3’

7.f:

x2 +1

8.fixop——,
()(3+3x)5

:xl—)(x—l)(x2 —2x+7)4,

. Exercices et problémes )

I=R.

I=]—oo,0[.

I=R.

I=R.

I=R.

3
I=]-w1.

I=10,+0].

I=]—oo,—\/§[.

9.f:x > sin(2x +1)cos* (2x+1), I=R.

10. f: x > x2 sin(x3 +1),

sinx

11.f: x>

(cosx + 1)3 ’

3x2 +4x-2
P,
X

13.f x> 2L

X —X

12.f:x

14.f:x > tan? x,

I=R.

I=]-n, .

I=]—oo,0[.
I=]1,40].

T T
I=]-—~[.
1-2:71

On a représenté ci-dessous les courbes de trois

fonctions g , fet h, définies et dérivables sur [-2,2].

Ce

2 Cg
1
-1 1
I P S A
Cy
8
4
2 - — 1 2

1. On sait que f admet une primitive parmi les
fonctions g et h sur [-2,2]. Laquelle ? Justifier la

réponse.

2. On sait que h admet une primitive parmi les
fonctions f et g sur [-2,2] . Laquelle ? Justifier la
réponse.

@’ Déterminer une primitive sur I de chacune des

fonctions ci-dessous.

L fixVx+l1, I=]R:.
2. fix>xVx?+1, I=R.

3. f:xl—)(x—3)\/x2 —6x, I=[6,+o.

4. f:x X+l ,

x—1

I=]1,+oo[.

( On pourra écrire f(x) sous la forme

b
avx-l+——,acRetbeR).
Vx-1 )

5. f:xl—)(x2+x)7(x+%} I=R.

xl—)%‘/%—x, I=]R:.
X 2x

7.f:x|—)x(x+l)2008, I=R.
( On pourra vérifier que
£(x) = (x+1)2%% —(

Dans chacun des cas suivants, vérifier que la

fonction f posséde des primitives sur ’intervalle I e

6. f:

x+1)720%%),

déterminer sa primitive F vérifiant F(xo) =Yo-

1. f(x)=tanx +tan’x, 1=[o,§[, F(%J:l_

-
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( Exercices et problémes
2. f(x):cosx—cos3 x, I=R, F(g)=—l. Soit f la fonction définie sur R\ {2} par
2x+1
i aind _ _E f( )= .
3. f(x)=sinx-sin’x, I=R, F( 4) 2. (x—2)3
1. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x de
4. £(x)=EEX 1=[0, &, F(£)=O. a b P
€os“ X 2 4 R\{2}, f(x)=

1. Soit f et g les fonctions définies sur R par
f(x)=cosx.cos(3x) et g(x)=sinx.sin(3x).

a. Déterminer une primitive sur R de chacune des
fonctions f+getf—g.

b. En déduire les primitives sur R des fonctions f et g.

2. Déterminer la primitive sur R qui s’annule en 7
de la fonction h définie par
h(x)=(1+cosx)sin(4x).

EI Soit f la fonction définie sur R par
f(x)=xsinx.

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et que
pour tout réel x, f(x)=2cosx—f"(x).

2. En déduire la primitive de fsur R qui s’annule en 7.

Soit f la fonction définie sur |-1,+oo| par

x2+2

(x+ 1)4 '

On se propose de déterminer des réels a, b, c et d tels

que pour tout x de |-1,+o0[
a b c d

f(x)= + + + .

)= (x+1>  (x+1)*  (x+1)*

1. a. Calculer lim (x+1)4f(x) et

x—-(-1)’

Xglilw(x+ l)f(x) .

f(x)=

b. En déduire que d=3eta=0.
2. a. Vérifier que pour tout réel x de ]-1,+o[
x-1-¢_ b
(x+1)3 - (x+1)2 .
b. En déduire les valeurs des réels b et c.
3. Déterminer la primitive de f sur |-1,+oo[ égale 2

en 0.

(-2 (x-2)

2. En déduire une primitive de f sur ]—<0,2[.

@ On considére la fonction f définie sur |-1,1]

! > Soit F la primitive de f sur
l1-x

par f(x)=
J-1,1] qui s’annule en 0, et g la fonction définie sur
T .
-—,—| par x)=F(sinx).
1-751 par g(x)=F(sinx)
- T
1. Montrer que g est dérivable sur ]_E’E[ et

déterminer sa fonction dérivée.

2. En déduire que pour tout x € ]—g,g[, g(x)=x.

gt o). (1) ).

2 2

On considére la fonction f définie sur [0,1]

par f(x)=\/§ .

Soit F la primitive de f sur [0, 1] qui s’annule en 0, et

g la fonction définie sur [O,g] parg(x)=F(cosx).

1. Montrer que g est dérivable sur [O,g] et
déterminer sa fonction dérivée.

2. En déduire que pour tout x € [O,g] R

a

g(x)= —%x+isin(2x)+— )

4
3. Calculer F(1) et F(LJ )

V2

IE Déterminer toutes les fonctions deux fois

dérivable sur I telles que :
1. f”(x)=0, I=R.

2. f"(x)=sinx, I=R.
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1. Soit f la fonction définie sur R par

£(x)=lxl-

a. Montrer que f admet au moins une primitive sur R .
b. Déterminer la primitive F de f sur R qui prend la
valeur 0 en 4.

2. Soit la fonction g définie sur R par

g(x)=[x|+[x-1.
a. Montrer que g admet au moins une primitive sur R .
b. Déterminer une primitive G de g sur R.

Soit f la fonction définie sur R par

f(x)= sin’ (x)+ sin’ (x).
Déterminer une primitive de fsur R.

Un mobile sur un axe subit une accélération

)=1-—1
(t+1)?’

A I’instant t =0, le mobile est placé a 1’origine de

I’axe avec une vitesse nulle.

1. Déterminer I’expression de sa vitesse instantanée

v(t).

2. Déterminer sa vitesse et sa position pour t=10.

te[0,10].

IE' Soit f 1a fonction définie sur [-2,2] par

f(x):\./4—x2 .

1. a. Montrer que f admet au moins une primitive sur

[-2,2].

b. Soit F la primitive de f sur [-2,2] qui s’annule
en 0. Etudier la parité de F.
2. Soit G la fonction définie sur [0,1t] , par

G(x)=F(2cosx) et C sacourbe représentative
dans un repére orthonormé (O,Y,}) .

a. Montrer que le point I( g,O) est un centre de

symétric de C.
b. Calculer G'(x).En déduire que pour toutx de

[0,7], G(x)=m—2x+sin(2x).

c. Calculer alors F(1), F(2) et F(\/E) )

Soit u la fonction définie sur R par
u(x)=x+\/x2+1 .

1. Exprimer vx? +1 aP’aide de u(x) et v'(x).
2. Déterminer des primitives pour chacune des

fonctions ci-dessous.
1

(x+ﬁ) x2+1.
(H\/ﬁ)z

x2 +1

f:xP

g:xH

Soit les fonctions f: x — xcosx

et g:xH> xsinx.
1. En calculant f'(x)+g(x), trouver une primitive

G de gsur R.
2. En procédant de méme, déterminer une primitive F
defsur R.

Pour tout entier naturel n supérieur a 2, on

considére la fonction P, définie sur R par

P,

n-1
n .

(x)=1+2x+3x% +..+nx
1. Déterminer la primitive F, de P, surR
égalealenO.

2. Déduire une autre expression de Py (x).

@ 1. Soit g la fonction définie sur [0, par

g(x)=xsinx+cosx-1.
a. Etudier les variations de g sur [0,7].

b. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une
solution o appartenant a ]2?“, .

Préciser le signe de g(x).
2 Soit f la fonction définie par

1-cosx
f(x)=
0 si x=0.

a. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
b. Etudier les variations de f sur[0,7].

si xe0,m],

-
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¢. Vérifier que f(a)=sina.

3.Ondonne o =2,34 et f(a)=0,72.

Construire la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé (0,_i.,_j).

4. Déduire de ce qui précéde que la restriction de f
[, 7] est une bijection de [, 7] surun intervalle I
que I’on précisera.

5.0n pose h(x)=g(x)-2cosx, x €[0,x].
Montrer que h admet des primitives sur [0,r].

Donner la primitive H de h sur [0,7] qui prend la

3 et on

valeur 1 en 0.
Pour tout réel x , on pose ¢(x) = 1 !

+x

désigne par G la primitive de ¢ sur R qui s’annule
en 0.
1. Montrer que G est une fonction impaire.

2. a. On pose pour tout x de R )
v(x)=G(x)+ G(l) .
X
Montrer que v est constante sur chacun des
intervalles ]—o,0[ et ]0,+o| .
En déduire que lim W¥(x)=2G(1).
X—>+0

T n[

5l -

-,

b. On pose u(t)=G(tant),te}

Calculer u’(t) et en déduire u(t).

3. Déterminer G(1) et en déduire
lim y(x)et lim G(x).

X—>+w© X—>+o

4. Construire la courbe représentative de G dans un

repére orthonormé.

@ Soit f la fonction définie sur [0,7] par

f (x) =V1+cosx .

1. a. Montrer que f est une bijection de [0,7] sur
[0,v2].

b. Montrer que la fonction £7! est dérivable sur

10, v2I et expliciter (£~ ) (x).

2. Soit g la fonction définie sur 1-v2, V2[ par
8(x) -

2-x2
On note G la primitive de g sur ]- V2,2 telle
que G(0)=0.
a. Calculer la dérivée de la fonction
x - G(x)+G(-x). En déduire que G est impaire.

b. Montrer que pour tout x de [0,v2[,
G(x)=rn—f"1(x). En déduire G(1).

[22]
dérivable sur ]0, 1] . On suppose que

_2
wl-x2

1. Montrer que f est une bijection de [0,1] sur [0,1].

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et

£(0)=1,£(1)=0 et £(x)= ,xelo, 1.

2. a. Montrer que pour tout x de [0,%] ,

f(cosx) = %x .

b. En déduire £ (x) pour toutx de [0, 1].

3. On pose pour tout x de [0,%] ,
h(x)=f(cosx)+f(sinx).

a. Montrer que h est dérivable sur ]O,g[ et calculer
h'(x).

b. En déduire que pour tout x de [0,%] , h(x)=1.

4. Pour tout n de N” on pose
on(x)= cos(%x)—xn ,x€[0,1].

a. Montrer que pour tout n de N y , il existe un unique
réela, €]0,1] tel que ¢, (a,)=0.

b. Montrer que pour tout x de

10,1[, si n > p alors ¢, (x) > @, (x).

c. En déduire que la suite (a, ) est strictement

croissante et convergente.
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