Chapitre 1

Nombres complexes

A partir de la deuxiéme moiti¢ du XVIle, les géométres utilisent de fagon de
plus en plus courante le symbole -1 dans les identités algébriques et les recherches
relatives aux résolutions d’équations. J1 J1

En 1740, Euler donne la formule cos x = % (€ +e” ), eten1748,

la formule exJT= COSX ++-1 sinx,x estréel.

Dontzig dit de cette derniére qu’elle contient "les symboles les plus importants,
union mystérieuse dans laquelle I’arithmétique est représentée par 0 et 1, I’algebre
par -1, la géométrie par p et ’analyse par ¢".

(Dalmedico et al, Une histoire des mathématiques, 1986).

Cauchy ne se ralliera explicitement a la représentation géométrique des nombres
complexes qu’en 1874. [...] et s’est convaincu que la "notion de quantité géomé-
trique [...] comprendra comme cas particulier la notion de quantité algébrique.




Nombres complexes

|. Rappels et compléments

I. 1 Définition et opérations sur les nombres complexes

Activité 1
Déterminer 1’écriture cartésienne de chacun des nombres complexes ci-dessous.

(2-20)(1+i)" ; (2 -iV3)(V2 +iV3); (1+i) (1-1)".

Théoréme et définition (rappel)

I1 existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté C et vérifiant les

propriétés ci-dessous.

1. L’ensemble C contient I'ensemble R des nombres réels.

2. Il existe un élément de C, noté i, tel que i2=—1.

3. L’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui vérifient les mémes
propriétés que 1’addition et la multiplication dans R .

4. Tout ¢élément z de C s’écrit de fagon unique sous la forme z=a +ib, o a et b sont
des réels.

Conséquences
Soit z=a+ibet z'=a’'+ib’, ou a, a’, b et b’ sont des réels .
. z=7,sietseulementsi,a=a’"et b="0".
. z=0, sietseulementsi,a=b=0.
. zestréel, si et seulement si, b=0.
« z est imaginaire, si et seulement si, a =0.

Activite 2
Soit les nombres complexes Soit z=a+ib, ot a et b sont des réels.
z=-1+2ietz' = i Le conjugué de z est le nombre complexe
1. Donner 1’écriture cartésienne de z° et z°, z=a-ib.

ainsi que de leurs conjugués.
Lo - 2 3 .. .,
2. Donner I’écriture cartésienne de zz', (zz')", (zz')”, ainsi que de leurs conjugués.
2 3
sr L. z (z zZ . .,
3. Donner I’écriture cartésienne de —, | — | ,| — | , ainsi que de leurs conjugués.
z z

Z’
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Propriétes
« Pour tous nombres complexes zetz',

Com

.

T o fonY_(D\ . W
z+z2'=z+z';2zz'=z2";|z |=(z) ;neN".

* Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe non nul z',

7)) Tt

+ 2+2=2Re(z) ; z-2=2iIm(z) ; zz=(Re(z)) +(Im(2))’.

e z=12, si et seulement si, z est réel.

» z=-7, sl et seulement si, z est imaginaire.

I. 2 Affixe d’un point, affixe d’un vecteur

Activité 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (O,ﬁ,;).
1. Placer les points A, B et C d’affixes
respectives i, 1-3i, 1+ 2i.
2. Donner les affixes de leurs symétriques
par rapport a I’axe des abscisses.
3. Donner les affixes de leurs symétriques
par rapport au point O.
4. Donner les affixes de leurs symétriques
par rapport a 1’axe des ordonnées.
5. Donner les affixes des vecteurs

(73—2CTC,—TB+%1TC.

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct
(o,ﬁ ,G) .

» L’affixe d’un point M(a,b) du plan est

le nombre complexe z=a+ib noté Aff (M) ou
zy - On dit aussi que le point M(a, b) est 1'image
dez.

» Soit w un vecteur et M et N deux points tels que
w =MN . Alors I’affixe du vecteur w est le
nombre complexe noté Aff (\7&) ou z_, verifiant
z; =2ZN —Zy-

« Pour tous vecteurs w et VI et tous réels a et B,

Aff(ow+Bw, ) = aAff (w)+BAFE(w;)

6. Déterminer ’affixe du centre de gravité du triangle ABC.

Exercice résolu 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, ;) .

Soit A et B les points d’affixes respectives 2—2i et —1+i .
1. Montrer que les points O, A et B sont alignés.

2. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z=k(2-2i), keR.
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Solution

1. Les points O, A et B sont alignés, si et seulement si, les vecteurs OA et OB sont
colinéaires,

ou encore, si et seulement si, il existe un réel k tel que Aff (ﬁ) = kAff (FB) .

Ce qui est le cas, puisque Aff(ﬁ) =-2(-1+i) = —2Aff(O—B.) .

2. Soit D={M; z=k(2-2i), keR}.

Un point M appartient a D, si et seulement si, Aff (Oﬁ) =kAff (O—A.) .

Ce qui équivaut a, OM = kOA . On en déduit que I’ensemble cherché est la droite (OA).

Propriété
Soit w et w; deux vecteurs tels que w; #0.

= == . . . . Z
Les vecteurs w et w; sont colinéaires, si et seulement si, —- est réel.

Z—.
Wi

Démonstration
Soit w et w; deux vecteurs tels que w; #0.

Les vecteurs w et v_v; sont colinéaires, si et seulement si, il existe un réel k tel que
w=kw,.
L . . . Aff(w)
La relation w =kw, est équivalente a Aff (w) =KkAff (wl),ou encore a———~=k.
Le théoréme en découle.
Activité 4

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, ;) .

Soit A et B les points d’affixes respectives 1+2i et i(1+2i).
1. Placer les points A et B.
2. Montrer que les vecteurs OA et OB sont orthogonaux.

Propriété
Soit w et w; deux vecteurs tels que w; #0.

w et w; sont orthogonaux , si et seulement si, — est imaginaire.

Z__.
Wi
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Cours

Démonstration
Soit w et w; deux vecteurs tels que w; #0 et d’affixes respectives
z-=a+bietz~-=2a"+bl, a, b,a’ et b’ réels.
w W)

Les vecteursw et w; sont orthogonaux, si et seulement si, aa’ +bb’ = 0.
z; a+bi (a+bi)(a’—b'i) aa'+bb'+(ab—ab')i

or, ¥ = =
Z;l' a’ +b'i a12+b12 a12+b12
g - — . .2y . .
On endéduit que w et w, sont orthogonaux, si et seulement si, —— est imaginaire.
Wy

Exercice résolu 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O u, 3) .

. . -1
Déterminer 1’ensemble E des points M d’affixe z tels que Z_l soit imaginaire.

Solution

Désignons par A le point d’affixe i, B le point d’affixe 1 et M le point d’affixe z tel que
z#l1.

z—1i . . . . — . oo

Le nombre complexe 21 est imaginaire, si et seulement si, les vecteurs AM et BM sont
Z —

orthogonaux et M est distinct de B.

L’ensemble cherché est donc le cercle de diamétre [AB], privé du point B.

l. 3 Module d’'un nombre complexe

Activité 5
Le plan est muni d’un repére orthonormé Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0,u,).

direct (O ,ﬁ , ;) . On considére les points A
* Soit z=a+ib et M(a,b) le point d’affixe z.

et B d’affixes respectives z, =1+ i3 et

zg =1-iV3.

Calculer OA, OB et AB.

On appelle module de z le réel positif , noté |z| ,

défini par |z| —OM =va?+b2 .
* Pour tous points M et N d’affixes zy; et zy,
|ZN = zM| =MN.

Activité 6
Soit z=2—-iet 2’ =-3+4i.
S , . Z - \2
1. Donner les écritures cartésiennes de z+7' ; zz ; — ; z* ; (z') .
I b 7 I I
z
’ . 2 4 ) 2
2. Calculer les modules de z+z'; zz'; — ; z ,(zz) .
z
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-: Cours
Propriétés
Soit deux nombres complexes z et z’ .

|z| =0, si et seulement si, z=0 ; |z+z’| < |z|+|z’
2 - n *
; |z| =2z ; ,neN" .

2]

|z

,keR.

s el =[Klz

Zn

[zz|=[al|z] ; |2 =]z
1 =l, z#0 ;
2 |z

=|Z

ZI

1
=——,z#0etneZ.
Z n

,z2#%20 ;
Zn

Activité 7

A1
Calculer les modules de (1+i)5, (1+1) et (l—i)s.

Exercice résolu 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, ;) .

1. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z—1+2i|=2.

2. Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que |z +2 -1 = |E -2+ 2i’ .

Solution
1. Considérons le point A d'affixe 1—-2i et un point M d'affixe z.

L'égalité |z —1+2i| =2 est équivalentea AM =2.
On en déduit que I'ensemble cherché est le cercle de centre A et de rayon 2.
2. On sait qu'un nombre complexe et son conjugué ont méme module.

11 en résulte que ’E -2+ 2i’ =|z—2-2i.

Considérons les points K et L d'affixes respectives —2+1 et 2+2i.

Soit M un point d'affixe z. L’égalité |z +2-— i| = ’E -2+ 2i’ est équivalente a
|z+2—i| =|z—2—2i ,ouencorea KM=LM.

On en déduit que I’ensemble cherché est la médiatrice du segment [KL].

|. 4 Argument d’un nombre complexe non nul

Activité 8 Le plan est muni d’un repére orthonormé
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,ﬁ,;) . Soit z un nombre complexe non nul
direct (O , u , ;) . et M son image. On appelle argument de z et on note

1. Placer les points A, B, C et D d’affixes arg(z) toute mesure de l'angle (u’OM)'
respectives z, =—1 ; zg =4 ; zc =2+2i

et zp =—1+1 et déterminer, graphiquement, ' M@
un argument de chacun de ces nombres v
complexes. arg(z)

2. Soit A}, B, C; et D; les symétriques 9 ¢

respectifs de A, B, C et D par rapport & 1’axe des abscisses.
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Déterminer un argument de chacun de leurs affixes.
3. Reprendre la question précédente pour les symétriques respectifs de A, B, Cet D
par rapport a O.

4. Reprendre la question précédente pour les symétriques respectifs de A, B, Cet D par
rapport a 1’axe des ordonnées.

Activité 9
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,ﬁ ,\7) .
Soit M un point distinct de O tel que (E,W) =6 [2n].
On désigne par M;, M, et M; les symétriques respectifs de M par rapport 4 I’axe des

abscisses, au point O et & ’axe des ordonnées.

Déterminer (ﬁ,O—M{) ; (ﬁ ,OM2) ; (ﬁ ,OM3) en fonction de 0.

Propriétés
Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non
nul. Y .
M(z)
arg(E) =-—arg(z) [2x].
arg(—z)=n+arg(z) [2n].

<l

Si k>0 alors arg(kz)=arg(z) [2n].

k<0

Sik <0 alors arg(kz)=n+arg(z) [2n].

M'(kz)
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l. 5 Ecriture trigonométrique

Activité 10
Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct. Soit z=-2+/3+2i .
1. Déterminer 1’écriture trigonométrique de
z et placer le point d’affixe z.
2. En déduire I’écriture trigonométrique de
chacun des nombres complexes

1 3 .
z,—z, —z et —=z, puis placer leurs
2 2
points images.
Activité 11
Soit les nombres complexes z=1+91 et
z'=2-8i.
Donner une valeur approchée de leurs

arguments a 1072 pres.

Activité 12

Cours

Soit z un nombre complexe non nul tel que
arg(z)=0 [2r]. Alors z=|z|(cos0+isin).

L’écriture précédente est appelée écriture
trigonométrique de z.
Si M est I’image de z dans le repére orthonormé

direct (O,ﬁ, \7) alors M appartient au cercle de
centre O et de rayon |z| et & la demi droite [OB)

telle que (G,O_B') =0 [2n].

Soit un nombre complexe nonnul z=a+ib,aetb
des réels.

a.rg(z) =0 [211:] si et sculement si,

a
,82

et sinf=———

\/a +b2

cos0 =

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, ;) .

Donner I'écriture trigonométrique de chacun des nombres complexes z, =4,

Zp = —1+iV/3 et Zc =1-i3.

I. 6 Propriétés d’un argument d'un nombre complexe non nul

Activité 13

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z=|z|(cos6+isin6) et

7' = |z’|(cos 0'+isin@').

1. Donner les écritures trigonométriques de zz'

2. a. Montrer par récurrence, sur ’entier naturel n, que z"

1 z'
,— et —.
Z Z

=" (cos (n6) +isin(n0)) .

b. En déduire que pour tout entier naturel n, z ™" =|z| " (cos(—ne) +isin (—ne)).
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( Cours |

Propriétes
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls.
arg(zz') = arg(z)+arg(z') [2n].

g L =-arg(2) [20)s g 2 | marg(a) - (o) [21].

arg(zn)snarg(z) [27] ,neN ; arg(ZLnjE—narg(z) [27] ,neN.

Soit un nombre complexe non nul z = |z|(cos0 +1isin 6) .
Pour tout entier n, z" = |z|n (cos (nO) +1i sin(nO)) .
La formule précédente est appelée formule de Moivre.

Activité 14
Donner I’écriture trigonométrique de chacun des nombres complexes ci-dessous.

6 9 (\/§+i)5 6 3
(1+i)° 5 (1-i) —— 5 (2v3-2i) (1+iV3) .
(V3-i)
ll. Ecriture exponentielle d’'un nombre complexe
Activité 1

—

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ,u, v) .

. . . . . 2. .
Soit les points A, B et C d’affixes respectives z, =i, zg = %(\/3 +1) et zg = %(1—1).

1. Donner les écritures trigonomeétriques de z,, zg et zc.
2. En déduire que les points A, B et C appartiennent au cercle trigonométrique.

Notation

Pour tout réel 0, on note € le nombre complexe cos6+isin®.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, ;) .

Un point M appartient au cercle trigonométrique, si et

seulement si, M a pour affixe z= eld ,ou 0= (ﬁ,O—M) [2n].

'I— ﬂ }‘_‘
=
(z)
s
-
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( Cours

Conséquences
. . T

0_1 a2 i a2 _ i ain_
e =l,e4=1,€ 4=—-1,€" =-1.

« Pour tout réel @ et tout entier k, e'® = e!(®+2km),

« Pour tout réel 0, [e®|=1 et €® =¢0 et —c!® =M

Activité 2
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, ;) .

. 3n
= 2=

On donne les nombres complexes z=¢ 3etz'=¢ 2 .
1. Donner le module et un argument de chacun des nombres complexes

1
-z, z zz', — —etz nez.
z z'

-z
2. Ecrire sous la forme € les nombres complexes zz',z,— ,z", neZ.
z'

Les propriétés ci-dessous découlent des propriétés de I’argument du produit, de I’inverse ou
du quotient de deux nombres complexes non nuls.

Propriétés
Soit deux réels 0 et 0'.
1 . eie s o A\ .
elf i’ _ ai(6+6) . ele _ei® : = _ ci(6-8) : (ele) =e’ne,neZ.

Exercice résolu 4
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, \7) .

On considére le nombre complexe z=1+1+ eie, Oe [0, 211:[ et on désigne par E I’ensemble

des points M du plan d’affixe z .
1. Vérifier que le point B d’affixe zg = 1+2i appartient 4 E.

2. Déterminer I’ensemble E.
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Cours

Solution
T

. .
i— iz

1. On sait que i=¢€ 2. On peut alors écrire zg =1+2i=1+i+€ 2.

Ce qui prouve que B appartient a I’ensemble E.

2. Soit A le point d’affixe z, =1+i etM

un point du plan complexe d’affixe z.

Le point M appartient a E, si et seulement si,

Z—Zp = eie, Oe [O,21t[ ,

ou encore, si et seulement si, AM = 1.

L’ensemble E est donc le cercle de centre A et de rayon 1.

Activité 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O U, \7) .

1. Donner I’écriture trigonométrique des nombres complexes

ZI=2i’ 22=_3i, Z3 Z—%’ Z4=\/§(1+1) et ZS =_2\/§+21.

2. Ecrire chacun des nombres complexes précédents sous la forme re'®, avec r>0.
Théoréme et définition
Tout nombre complexe non nul z, s’écrit sous la forme ) Mirel®)
z=re, ol r= |2| et arg(z)=6[2x]. T« ’

L’écriture z =re® est appelée écriture exponentielle de z.

Activité 4
On considére les deux nombres complexes z = +iet 2 =-1+i
5 )

. . - ,= ,1
Donner I’écriture exponentielle des nombres complexes z, z, z', ', zz' , —, z°, 5, et z'”.
zZ zZ

Activité 5

1. Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes z = B-ietz =1+i
(1 +i)14

A8

(v3-i)
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Cours

Activité 6

.0
1. Vérifier que pour tout réel 0, 1+¢® =| e 2

—-
N D

—
N D

+€~ (€

2m 3z
1— 1—
2. Donner I’écriture exponentielle des nombres complexes z=1+¢€¢ 3 etz=1+¢ 5.

lll. Nombres complexes et trigonométrie

Théoréme
Pour tout réel x et pour tout entier n,

(cosx +isinx)" = cos(nx)+isin(nx). (Formule de Moivre).
Pour tout réel x,

ix —ix ix —ix
c

COSX = — et sinx = — (Formules d’Euler).
i

Les formules de Moivre et d’Euler permettent d’établir un grand nombre de formules
trigonométriques.
Elles permettent aussi d’exprimer des puissances de cosx et sinx a1’aide de

cos(nx) et sin(nx).

Activité 1
Soit k un entier.
Montrer que pour tout réel x différent de (2k + I)E , €2 = m :
2 1-itanx
Activité 2
1. En utilisant la formule de Moivre et la formule du binéme de Newton, montrer que

cos(3x) —cos> x —3cosxsin’x et sin(3x) = 3cos” xsinx —sin’> x .

2. Exprimer cos(4x) et sin(4x) en fonction de puissances de cosx et de sinx.

Exercice résolu 5 En transformant une expression contenant une
Linéariser sin5 x, xeR. puissance de cosx ou de sinx sous une forme qui ne

contient aucun produit de fonctions circulaires, on dit
qu’on a linéarisé 1’expression donnée.

’ Nombres complexes \

16




Cours

Solution

En utilisant la formule d’Euler, on obtient sin> x = 1 : (e'x - e_‘x) .
(2i)
La formule du bindme de Newton, donne

(elx _e—lx) — e51x _ C15 e41xe—1x + Cg e31xe—21x _ Cg e21xe—31x + C451- e1xe—41x _ e—51x )
. ix —ix 3 _ [ 25ix —5ix 3ix —3ix ix —ix
On obtient alors, (€ —¢€ =(e’ —¢€ -5{e’ —-¢ +10({e™ —¢e .

Il en résulte que sin® x = %(Sin 5x—5sin3x +10sin x).

Activitée 3

Linéariser cos’

3

X, sin” X, ou X est un réel.

Activité 4
2 3

Linéariser sin” X. cos X.
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A CM - VRAI PAUI
| QoM - - ,

QCM
Cocher la réponse exacte.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, ;) . Soit les points M(z) et M'(z').

1. a. La distance MM’ est égale a

D|z—z’|. D||z|—|z’|. D|z+z’|.

b. Si arg(z) =arg(z') [2x], alors
[ ]O, M et M’ sont alignés. | |z=z. L =|2]-

c. Si arg(z) =arg(iz') [2n] et |z|=|z|=1, alors

Dz=z’ Dz=iz’. Dz=—z’.

2. 81 A, B et C sont trois points d’affixes respectives z,, zg et z¢ tels que
zg—2z, =4(zc -2, ), alors
[ ] ABC est isocele. [1(AB) et (AC) sont [ 1A, Bet C sont
perpendiculaires. alignés

3. Si A, B et C sont trois points d’affixes respectives z, , zg et z¢ tels que
zg -2z =4i(zc -2, ), alors
[ ] ABC est isocele. [] (AB) et (AC) sont [] (AB) et (AC) sont
perpendiculaires. parall¢les.

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Soit z; et z, deux nombres complexes non réels.
Le conjugué de Z =1z, +iz, est Z=12z, —iz,.

2. Soit z un nombre complexe. Si z> est réel alors nécessairement z est réel.
3. Soit z et z' deux nombres complexes non nuls.

Si |z| = |z’| alors nécessairement z=2z' ou z=-2'.
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( Exercices et problémes ]

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct
(0,u,v).

Mettre les nombres complexes ci-dessous sous

forme algébrique.

1 1+iV3 (1+i)2 (1-1)(2+i)
2i+--1; N e R
i J3-i’U-i i-2

Calculer le conjugué de chacun des nombres
complexes ci-dessous.
(3-2i)(5+) (_s)

3i(7+2i) T \1+i)’
(2-i)(3+2i)(2+i)(3-2i).

@ On donne les nombres complexes
(11+13i)(11-13) — (3 5i) - (3+5i)

as (7+31)+(7-3i) ’
3T 347
27942i" ? 9-2i

Montrer, sans effectuer de calcul, que z; est réel,
Z3 +2, estréel et z3 —z, est imaginaire.

E[ Déterminer et représenter 1’ensemble des points

M d’affixe z dans chacun des cas suivants.

1.z=a+i(a+1), aeR.
2. z=2isin%, ae[O, 27:[.
3. a(z-i)=i(z+1), aeR\{0}.

Calculer le module de chacun des nombres

complexes ci-dessous.
(1+1)*; (2-30); (<2+i)(1-3i)(1-4i); =

i+243°

1. Montrer que pour tout nombre complexe z,

|z| =1, si et seulement si, z =

z

2. En déduire que si z; et zy sont deux nombres

complexes tels que |z)| =|z,|=1 alors 2tz

1+ ZyZy

est

réel.

Soit z un nombre complexe. Déterminer z pour

que les nombres complexes z, 1 -z et z? aient le
méme module.

Pour tout nombre complexe z=x+1iy avec x et

y réels, on considére le nombre complexe z' = z*.

1. Exprimer en fonction de x et y la partie réelle et la
partie imaginaire de z’.

2. Déterminer et représenter 1'ensemble des points M
d'affixe z tel que z' soit réel.

3. Déterminer et représenter 1'ensemble des points M
d'affixe z tel que z' soit imaginaire.

Soit A, B et C les points d'affixes respectives
2+i, —let3-2i.
1. Déterminer l'affixe du point I milieu de [BC].

2. a. Calculer AB, AC et BC.

b. Quelle est la nature du triangle ABC ?

3. a. Déterminer l'affixe du point D symétrique de A
par rapport a L.

b. Quelle est la nature du quadrilatére ABDC ?

d'affixes respectives —2+1, 4i, %+ 2iet %—i

Placer dans le plan, les points A, B, Cet D

Quelle est la nature du quadrilatére ABCD?

1]

points M d'affixe z tels que |E—l + 2i| =3.

1. Déterminer et représenter I'ensemble E des

2. Déterminer et représenter I'ensemble E des points

iz+1-i
M d'affixe z tels que | | =

|z+2+i|

( Nombres complexes \
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§ Exercices et problémes )

[12]

est équilatéral. Déterminer le module et un argument

Dans le graphique ci-dessous le triangle OAB

des affixes z,, zg, Z¢ et zp des points A, B, CetD.

B
| | | |
Al 2 | |
- = i i i i A i
| | | |
| [ | |
TTrTTRC T T T aT "~
| | v | |
| ) | |C
220 -1 o w1 20
| | | |
L _ Ll _aJ__a__
I -1 I I
| | | |

argument des affixes z, , zg, z¢ , Zp, Zg et Zp
des points A, B, C, D, E etF.

Déterminer a l'aide du graphique ci-contre, un

nombres complexes suivants.

Mettre sous forme trigonométrique les

a. —8i; L;"; 3i+/3; -2.5; V2 -6i; 5+5i.

5
i . . 3
3(1+ JE); %;% ;({%fg%J ;(1—if(1+if.

. (1+i)2

[15]

1. Déterminer |z,

Soit z; =1+i et zz=x/§—i.

, arg(z1), |z5| et arg(z,).
2. Donner la forme algébrique et la forme
trigonométrique de z;z, .

3. En déduire les valeurs exactes de cosli2 et sinl.

12

1. Déterminer |z

Soit zy =—1+iv/3 et z, =1+i.

, arg(z1), |z, et arg(z,).

et arg (Z—IJ .
Z

3. En déduire les valeurs exactes de cosf—;t et

. . z
2. Déterminer |[—L

Z

. 5.
sin— .
12

[17]

complexes ci-dessous.

Mettre sous la forme algébrique les nombres

in

T 9T e i*
~—; 2ie 6.
4

e;e 4;¢e 3;

[18]

complexes ci-dessous.

2\/5—21; -5-5i; —1+i\/§; 1—+21 ; cos%—ising.

7

Donner la forme exponentielle des nombres

[19]

complexe z=

1. Donner la forme exponentielle du nombre

1+iV3
N

2. En déduire la forme algébrique de 2.

[20]

complexe —1+i.
2. En déduire que (—1+i)'' =32+32i.

1. Donner la forme exponentielle du nombre

21

M d’affixe z dans chacun des cas suivants.
1. z=2€ie, 9&[0, n].

Déterminer et construire 1’ensemble des points

2. z=—26ie, 9&[0, n].
3. z=2+cosO+isin@, 0€[0,2q].

( Nombres complexes \
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Exercices et problémes :

Soit un réel 6 de ]0,n] .

.0
. 1—
1. Montrer que 1+¢'° = ZCosge 2 et

.0
. 1—
l—e‘e=—2isingez.

2. En déduire le module et argument de chacun des

nombres complexes 1+e© et 1-€i®.

23]

complexe z dans chacun des cas suivants.

Donner la forme exponentielle du nombre

1. z=cos0—isin0, 0eR.

2. z=sinO+icosH, OeR.

3. z=—cos0—-isin6, ©OeR.

4. z=1+itan0, ee[o, g[
0 -i0

5. Z=%, O¢ —E,E \{0}
ele+e—1e 272

centre O. Soit un point M de & d'affixe t telle que
(ﬁ, W) =a[2n], ae [0, g} .

On désigne par # le cercle trigonométrique de

On pose u=t> et v=2t.

1. Ecrire chacun des nombres complexes u et v sous
la forme trigonométrique.

Soit w=2t—t3 , A, B et C les points d'affixes
respectives u, v et w.

2. Placer, dans le plan, les points A, B et C lorsque
T

a=—.
3

3. Déterminer les réels a pour lesquels O, A et B

sont alignés.
4. On suppose dans la suite que a e }O, g[ .

a. Quelle est la nature du quadrilatére OABC ?
b. Déterminer le réel a pour que OABC soit un
rectangle.

[25]

6e|:0,£|:.
4

1. On désigne par M et M’ les points images
respectives de z et z . Déterminer 1’affixe du point N
pour que OMNM' soit un losange.

Soit le nombre complexe z = e'2® _i avec

()
2. a. Montrer que z = 2005(6+%]e 47,

b. Mettre = sous la forme exponentielle.
z

c. En déduire la valeur de 0 pour que OMNM' soit
un carré.

d. Construire le carré OMNM' pour la valeur de 6
trouvée.

Soit © un réel de }0, g[ . On désigne par # le
cercle trigonométrique de centre O.

Soit un point M de % d’affixe z tel que
arg(z)=0[2x].

1. Placer les points A et B d’affixes respectives

Zp =1+cos0 et zg =—1+isin0.

2. a. Montrer que le quadrilatére OAMB est un
parallélogramme.

b. Montrer qu’il existe une valeur de 0 tel que
OABM est un losange.

¢. Donner une valeur approchée de 6 a 107! pres.
3. On désigne par A(6) Paire du parallélogramme
OAMB.

Montrer que A(6) est maximale lorsque 6= g )

complexe défini par z= %(sin(p +i(1-cosg)).

Soit ¢ un réel de ]O,n[ et z le nombre

1. Déterminer en fonction de @, le module et un

argument de z.
2. Déterminer un module et un argument des nombres
complexes z; =z—i et z, = i .
z—i
On considére les points M et N d'affixes respectives
Z et Zy.
1. Déterminer I'ensemble E décrit par le point M.
2. Déterminer l'ensemble F décrit par le point N.
3. Représenter les ensembles E et F.
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