Chapitre 4

Equations de droites,

de plans et de spheres

La géométrie analytique est une approche de la géométrie dans laquelle
on représente les objets par des équations ou inéquations.
Le plan ou l'espace est nécessairement muni d'un repére.
La géométrie analytique permet a l'inverse de représenter des fonctions
mathématiques sous la forme de courbes, de graphiques. Elle est donc

fondamentale pour la physique et I’infographie.

(Wikipedia)



Chapitre 4

Equations de droites,

de plans et de sphéres

Dans tout le chapitre, ’espace est orienté dans le sens direct.

I. Equations d’une droite et d’un plan.

Activité 1
L’espace est muni d’un repére (o,?,],f(). + Soit A un point, u un vecteur non nul et D
la droite passant par A et de vecteur directeur

On donne les points A(0,—1,1), B(2,1,3) 4. Alors

et la droite D(A, ﬁ)={M; AM =aquola estunréel}.
X=Q » Deux droites de l'espace sont paralléles si

A:ly=-2+20;aeR. elles ont des vecteurs directeurs colinéaires.
z=1+a

1. Déterminer un point et un vecteur directeur de A.

2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A’ passant par A et paralléle a A.
3. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

b. Montrer que les droites (AB) et A sont sécantes en un point I que 1’on précisera.

Activité 2
L’espace est muni d’un repére (O,f,*', E) . L’espace est muni d’un repére (0 ,7,3,12)-
. . » Soit A un point, u et v deux vecteurs
On considére les points A( I.2, 1) ’ non colinéaires et P le plan passant par A et
B(] , =6, _1) et C(2, 2, 2)_ de vecteurs directeurs u et v. Alors
1. a. Vérifier que les points A, B et C P(A’ Lo/ )= {M > det(AM’ “’v)=0 } :
sont non alignés. « Soit A et B deux points et u et v deux
b. Déterminer une équation cartésienne vecteurs non colinéaires. Alors les plans
du plan (ABC) P(A, l-i,; )et P(B, l-i,; ) sont paralléles.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan Q
passant par O et paralléle & (ABC).
3. Soit le point D(0, 0, 1).

Déterminer l'intersection de la droite (OD) avec chacun des plans (ABC) et Q.
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Activité 3

L’espace est muni d’un repére (O,i,],lz) .
On considére les points A(-1,2,1) et B(-1,0,1).

1. Déterminer une équation cartésienne de chacun des plans ( ,Y,E) et (0,3,1_{).

Il. Vecteur normal a un plan

Activité 1
L’espace est muni d’un repére orthonormé L’espace est muni d’un repére orthonormé
(O H 3 1"(') (O,i,j,k). Si P est un plan d'équation

ax +by+cz+d=0, alors le vecteur

Soit deux points A(-5,10,2) etB(-2,1,2)
1. Déterminer une équation du plan P
passant par le point A(-5,10,2)et de

2 Soit n un vecteur non nul . I'ensemble des

vecteur normal n| 1 |. el LA G e .
1 AM.n =0 est un plan de vecteur normal n.

a
n| b |est normal a P.
c

2. Déterminer I'ensemble des points M(x,y,z) tels que BM.n =0.

Exercice résolu 1
L’espace est muni d’un repére orthonormé Un vecteur non nul n est normal & un plan de
direct (O,_i.,t]:, E) ) vecteurs directeurs u et v, si et seulement si,
un=vn=0.
Soit les points A(l’l’l) ’ B(l’ 2’3) et Si un vecteur non nul n est normal & un plan

C (0, 0, 1) . P, alors toute droite de vecteur directeur n est

1. Vérifier que les points A, B et C ne sont perpendiculaire a P.

pas alignés.
2. Justifier que ABAAC est normal au plan (ABC).

3. a. Déterminer les coordonnées du vecteur AB A AC .
b. En déduire une équation cartésienne de (ABC).

4. Donner une représentation paramétrique de la droite passant par O et perpendiculaire au
plan (ABC).
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Solution
0 -1
1. Les vecteurs AB| 1 | et AC| -1 | n'étant pas colinéaires, les points A, B et C ne sont pas
2 0
alignés.

2. Le vecteur ABAAC est orthogonal a chacun des vecteurs ABet AC qui sont des
vecteurs directeurs non colinéaires du plan (ABC). On en déduit que le vecteur ABAAC
est normal au plan (ABC).

2
3. Le calcul donne ABAAC| -2 |.

1
Par suite le plan (ABC) a une équation de la forme 2x —2y+2z+d =0. En remarquant que
les coordonnées du point C vérifient 'équation précédente, on en déduit que le plan (ABC)
a pour équation 2x —-2y+z—-1=0.
4. La droite passant par O et perpendiculaire au plan (ABC) a pour vecteur directeur
ABAAC.

X =2a

On en déduit que { y=—2a ; a € R est une représentation paramétrique de cette droite.

Z=q
H G
Activité 2 :
La figure ci-contre représente un cube E E E
ABCDEFGH d’aréte 1. Diodo . C
On munit I'espace du repére orthonormé
direct (A,TB,E,E). AS B

1. Déterminer une équation cartésienne du
plan (AFH).
2. En déduire une représentation

L’espace est muni d’un repére

orthonormé (Oj,},f().

La distance d'un point M(xg, yg,2g) au
paramétrique de la droite perpendiculaire
a (AFH) passant par C.

3. Calculer la distance de C au plan (AFH). Bzl

4. Déterminer le volume du tétraédre CAFH.

plan P d'équation ax +by+cz+d=0 est
|ax0 + by +czg + d|

\/a2 +b? +c2
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lll. Position relative de plans

Activité 1

L’espace est muni d’un repére orthonormé Deux plans sont paralléles, si et
. T seulement si, leurs vecteurs normaux
direct (O,l,_],k).

sont colinéaires.

Soit P, Q et R les plans d'équations respectives Tl Sy e e E1G

. _ ; B seulement si, leurs vecteurs normaux
P:4x-2y+2z+3=0, Q:2x+y-z+6=0 sont orthogonaux.
et R:x-2z+1=0.
1. Montrer que les plans P et Q sont parali¢les.
2. a. Montrer que les plans P et R sont perpendiculaires.

. Déterminer une représentation paramétrique de leur droite d'intersection.

b. Dét p tation p trique de leur droite d'int t

3. Que peut-on dire des plans Q et R ?

Exercice résolu 2
L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O ,T,],f() .

On considére les points A(2, 0, —1), B(1, -1, 0) et C(0,1,4).

1. a. V¢rifier que les points A, B et C sont non alignés.
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
2. Déterminer une équation cartésienne du plan Q passant par O et paralléle au plan (ABC).
3. a. Déterminer une équation du plan R passant par A et perpendiculaire & (AC).
b. Montrer que R est perpendiculaire au plan (ABC).
4. Déterminer l'intersection Ade (ABC) et R.

Solution
-1 -2
1. a. Les vecteurs AB| -1 | et AC| 1 | n'étant pas colinéaires, les points A, B et C ne sont
1 5
pas alignés.
-6
b. Le calcul donne ABAAC| 3
-3

Par suite, le plan (ABC) a une équation de la forme 6x —3y+3z+d =0. En remarquant que
les coordonnées du point B vérifient 1'équation précédente, on en déduit que le plan (ABC)
a pour équation 2x—-y+z—-3=0.

2. Les plans Q et (ABC) étant parall¢les, ils ont des vecteurs normaux colinéaires.

On en déduit que Q a une équation de la forme 2x —y+z+d=0. En remarquant que les

coordonnées du point O vérifient 1'équation précédente, on en déduit que le plan Q a pour
équation 2x—-y+z=0.
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3. a. Le plan R a pour vecteur normal AC. On en déduit que le plan R a une équation de la
forme 2x-y—-5z+d=0. Le point A étant un point de R, il en résulte que R a pour

équation 2x—-y—-5z-9=0.

b. Les vecteurs AC et AB A AC sont orthogonaux. De plus, ce sont des vecteurs normaux
respectifs des plans R et (ABC). Ce qui prouve que les plans R et (ABC) sont
perpendiculaires.
. . i ) . 2x—-y+z-3=0
4. La droite A a pour syst¢me d'équations cartésiennes .
2x-y—-5z-9=0
Xx=a
Le calcul donne A:<y=—4+2a;aeR.
z=-1
IV. La Sphére
Activite 1
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,Y,},f().
1. Soit le point I(1, 0, 2) et S I'ensemble des points M(x,y,z) vérifiant
x? +y2 +22-2x—4z+4=0.
Montrer que M appartient & S, si et seulement si, IM =1.
2. Les points A(1,1,2) et B(1,—1,4)sont-ils des points de S ?
Définition
Soit R un réel strictement positif et I un point de I'espace. On appelle sphére de centre I
et de rayon R, I’ensemble des point M de I'espace tels que IM =R.

Conséquence
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,T,},E) .
Soit le point I(x,yg,Zo ) et R un réel strictement positif.
L'ensemble des points M(x,y,z) tels que (x —x, )2 +(y—vo )2 +(z—z, )2 =R? estla
sphére de centre I et de rayon R.
Activité 2
L’espace est muni d’un repere orthonormé (O,T,},E).

Soit deux points A (Xg,o,Zy) et B(xy,¥1,2;). Montrer que I'ensemble des points M tels
que MAMB =0 est la sphére de centre le milieu I de [AB] et de diamétre [AB].

Cette activité démontre le théoréme suivant.
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Théoréme
Soit A et B deux points distincts de 1'espace. L'ensemble des points M tels que

MAMB =0 estla sphere de diamétre [AB] .

—

Activité 3
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,i,],l?).
Soit deux points A(-1,1, 0) et B(0,1,1).
Déterminer l'ensemble des points M tels que MA =2MB.
Activite 4
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,T,j,lz).
Déterminer l'ensemble des points M(x , y,z) de l'espace tels que
a. x2 +y2 +72 —-2x+2y+2z+1=0.
b. x2+y? +zz—2x+2y+2z+4=0.

C. x2+y2+zz—2x+2y+2z+3=0.

Théoréme
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,Y,],f() .

L'ensemble des points M(x,y,z) tels que x* +y” +2z° +ax + by +cz+d = Oest

soit une sphére, soit un point, soit le vide.

V. Intersection d'une sphére et d'un plan.
Activité 1
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,_i.,_j,l_&).
Soit la sphére S de centre O et de rayon 1.
1. Soit P le plan d'équationP:x +y+z—-1=0.
Calculer la distance du point O au plan P.
Que peut-on dire de la position relative de S
etP?
2. Reprendre la question précédente pour chacun

des plans Q et R d'équations respectives
Q:x+y+z+2=0cet R:x+y+z+\/§=0.
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Théoréme

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,Y,],fc).

Soit S une sphére de centre A et de rayon R. Soit P un plan, h la distance de A a P et H
le projeté orthogonal de A sur P.

L’intersection de S et P est

evidesi h>R,

« réduite au singleton {H} si h=R,
« le cercle de rayon VR?—h? etdecentre Hsi h<R.

Activité 2

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,_i’,_j,l_i) .
Soit la sphére S = {M(x,y,z); x2 +y2 +7%-2x = 1} .

Etudier la position relative de S et de chacun des plans P, Q et R d'équations respectives
P:z=0; Q:x+y=0et R:x=1.

Exercice résoiu 3

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,_i’,_j,l_i) .

1. Soit la sphére S={M(x,y,z); x> +y2 +zz+2x—4y+2z=3}.

Préciser le rayon R et les coordonnées du centre I de la sphére S.
2. a. Vérifier que A(-3,1,1)est un point de S.

b. Déterminer une équation cartésienne du plan P tangenta Sen A.
3. Soit I'ensemble Q ={M(x,y,z) ; MA = MI} .

a. Montrer que Q est un plan dont on précisera une équation cartésienne.
b. Montrer que l'intersection du plan Q et de la sphére S est un cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

c. Déterminer une équation cartésienne de la sphére S’ tangente a P et Q respectivement en
A etK.

4. Soit R le plan d'équation 2x +y—-2z—-6.5=0.

Montrer que l'intersection du plan R et de la sphére S est un cercle dont on précisera le
centre et le rayon.
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Solution

1. On vérifie facilement qu'un point M(x,y,z) appartient 4 S , si et seulement si,

(x +1)2 +(y—2)2 +(z+1)2 =9. Donc S est la sphére de centre 1(—1,2,—1)et de rayon 3.

2. a. Il suffit de s'assurer que les coordonnées de A vérifient I'équation de la sphére. Ce qui
est bien le cas.

-2
b. Le plan P contient A et le vecteur IA| —1 | est normal & P.
2
On en déduit que P a pour équation —2x—y+2z-7=0.
3.a. Le plan Q est le plan médiateur du segment [IA] et le vecteur IA est normal 4 Q.

En remarquant que le milieu K (-2, 1.5, 0) de [IA] est un point de Q, on en déduit que le
plan Q est d'équation —2x—-y+2z-2.5=0.

b. La distance de 1 4 Q est le réel IK =1.5, qui est strictement inférieur au rayon de la
sphére.

On en déduit que QNS est un cercle de centre K et de rayon /9 —% = 3? .

c. La sphére S’ tangente a P et Q respectivement en A et K a pour centre le point J milieu

du segment [KA] et pour rayon JA.

On en déduit que S est la sphére de centre J(—2.5, 1.25,0.5) et de rayon 0.75.
Par suite §': (x +2.5)° +(x—1.25)" +(x -0.5)* = 0.75%

|-2+2+2-6.5| 15

NG

Soit H(xo, Yos zo) le projeté orthogonal du centre I de la sphére sur le plan R. Déterminons

4. la distance h du point I au plan R est le réel

les coordonnées de H. On peut affirmer que les vecteurs IH et IA sont colinéaires. 1l existe

-2m Xo=—1-2m
donc un réel m tel que IH=| -m |, ou encore tel que,§ y,=2-m .
2m z,=—1+2m

En remarquant que H est un point de R, on obtient m =-0.5.
Ce qui nous donne H(0, 2.5, —-2).

3

Par suite R NS est un cercle de centre H et de rayon r = 1/9 —% = 37.
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A CM - VRAI FAUI
\ QoM - - ,

—

L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, i, _j, E)

QCM

Cocher la réponse exacte.

1.

Soit S la sphére d’équation x2 +y? + 22 —x—y—z—% =0.

a. D La sphére S a pour centre le point I(0.5, 0.5, 0.5) et pour rayon 0.25.

[ ] La sphere S a pour centre le point 1(0.5, 0.5, 0.5) et pour rayon g

D La sphére S a pour centre le point I(l, 1, 1) et pour rayon 0.5.

b. L’intersection de la sphére S et du plan d’équation x +y+z +% =0 est

D un cercle. D un point. D le vide.
2. Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. H G
On munit I’espace du repére (A, AB, AD, TE) i .
E H
a. Le plan (BCH) a pour équation, !
Dioee s C
Dx+y—1=0. Dx+z—1=0. Dy+z—1=0.
. ) . x+z—-1=0 .
b. le systéme d’équations est celui de A B
y=1
[ ]1a droite (HG). [ ]1a droite (HC). [ ]1a droite (HD).

c. L’intersection des plans d’équations x+y—1=0 et x—y =0 est
[ ]1a droite (HC).
D la droite (BD).
[ ] 1a droite passant par le centre du carré ABCD et paralléle a (AE).

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1.
2.

Les plans d’équations x —2y+z—1=0 et x+y+2z—1=0 sont perpendiculaires.
Soit P le plan d’équation x +2y+3z+4 =0. Pour tous points A, B et C du plan P, le

vecteur u =1+ 2j+ 3k est colinéaire 8 ABAAC.

. Le plan d’équation x =0.5 coupe la sphére S d’équation x2+ y2 +2% =1 suivant un

cercle de centre 1(0.5, 0, 0) et de rayon 0.5.

. La sphére d’équation (x — 1)2 +(y- 1)2 +(z- 1)2 =1 est tangente & chacun des plans

d’équations respectives x =0, y=0et z=0.

o~ Equations de droites, \
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( Exercices et problémes ]

Dans tous les exercices, ’espace est muni d’un repére
orthonormé direct (O,i,j,k).

Dans chacun des cas ci-dessous donner une
représentation paramétrique de la droite (AB).
a. A(1,-2,3); B(-1,0,1).

b. A(2,3.5,0); B(2,-2,1).

c. A(0,0,1) ; B(-1,-1,-1).
Soit les droites
x=l-a X=1+2B
D:iy=2+a aecR et D':iy=2-2B8BeR
z=—1-a z=1+2

Montrer que les droites D’ et D sont paralléles.

Etudier dans chacun des cas la position relative
de la droite D et du plan P.

x=2t+4
Ay=-3t-5,teR ;
z=t+8

P:x+y+z-5=0.

x=5t+4
y=3
z=2t

A: ,teR ;  P:2x-3y+4z-11=0.

@ Déterminer les coordonnées des points
d'intersection du plan P d'équation 2x +3y—5z =20
avec les droites (O,T) R (O,j) et (O,j/\i) .

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle
tel que AB=2, AD=1et AE=1.

On désigne par I le milieu [BD].

Soit R=(A R %A—.B ,A—.D , XE) un repére de
I’espace.

1. Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (HI).

2. Déterminer une équation cartésienne du plan
(DEG).

3. En déduire que la droite (HI) coupe le plan (DEG)
au milieu du segment [HI].

Soit le point A(-1,-2,-3).

1. Déterminer une équation cartésienne des plans
P(A,i-7,k);Q(A,+],i+k);

R(A , ;A] R ]AE)

2. Calculer les distances de O a chacun des plans P,
QetR.

On considére le tétraédre OLIK tel que le repére

(0,6,61,07() soit orthonormé direct.

1. Donner une équation cartésienne de chacun des
plans des faces.

. . (1 1 1)
2. Soit le point M| —,—,— |.

333

Calculer la distance de M a chacune des faces du
tétraédre.
3. Montrer que les points O, I, J et M ne sont pas
coplanaires et calculer le volume du tétraédre OIJM.

Déterminer dans chacun des cas une équation du

plan passant par A et de vecteur normal n.

2 1
a. A(L0,1); n[-1| b. A(L,2,0); n|-1
3 0
2
c. A(-1,2,-3); n|-3|.
-4

Donner dans chacun des cas une représentation

paramétrique de la droite passant par A et
perpendiculaire au plan P.

a. A(0,0,1); P:-3x+2y-7=0.
b. A(1,-3,2) ; P:y-5=0.
c. A(L,53); P:y-5z+4=0.

Equations de droites,
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>

Exercices et problémes

point A(1,1,5).
1. Vérifier que A n'appartient pas a P.
Soit H(x,Yq.Zg ) le projeté orthogonal de A sur P.

Soit P le plan d'équation —x+5y—z=7 etle

2.a. Justifier I'existence d'un réel k tel
-k

que AH=| 5k |.
-k

b. Déterminer les coordonnées de H.

[11]

et C(O,—1,2) .

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas
alignés

2. Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

3. Donner une équation cartésienne du plan Q passant
par le point D(0,1,2) et paralléle au plan (ABC).

On considére les points A(1,-2,3), B(2,0,3)

4. Déterminer l'intersection de la droite (OD) le
plan (ABC).

[12]

P:2x—-y+2z-5=0et Q:2x+2y-z—-4=0.

1. Montrer que les plans P et Q sont
perpendiculaires.

2. Calculer les distances du point A(1,2,—1)4 chacun
des plans P et Q.

3. En déduire la distance de A a la droite
d'intersection A des plans P et Q.

4. Déterminer une représentation paramétrique de A.
5. Déterminer les coordonnées du point M de A tel
que la distance AM est minimale.

d’équation (1+m)x+y—2mz—4-3m=0.
Soit le point A(0, 3, —2).

1. a. Déterminer la distance de A a Py, .

Soit les deux plans P et Q d’équations

Pour tout réel m, on considére le plan Py,

b. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles

la distance de A & P, estégale a % .

x=1-2t
2. Soit ladroite D:{y=3+2t, teR
z=—1-t

Montrer que pour tout m, la droite D est incluse
dans P, .

P:x+2y+2z—-1=0¢et Q:3x-4z=0.

1. Montrer que P et Q sont sécants.

2. Montrer que I’ensemble des points équidistants de
P et Q est constitué de deux plans perpendiculaires
passant par la droite d’intersection de P et Q.

[15]

B(2,], 1) .
1. Déterminer une équation du plan Q passant par A et
perpendiculaire 4 la droite (AB).

Soit les deux plans P et Q d’équations

On considére les points A(1,2,—1) et

2. Pour tout réel m, on considére le plan P,
d’équation x+y+m-3=0.

a. Montrer que la droite (AB) est paralléle

au plan P, .

b. Pour quelle valeur de m, la droite (AB) est-elle
incluse dans le plan P, ?

¢. Montrer que pour tout réel m, les plans

P, et Q sont perpendiculaires.

3. Soit B" et A’ les projetés orthogonaux respectifs de
BetAsur Pp,.

Déterminer les valeurs de m pour lesquelles ABB’A’
est un carré.

Soit OABC un tétraédre trirectangle tel que

(OA), (OB) et (OC) sont deux a deux orthogonales et
H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC).

On pose OA=a, OB=b et OC=c aveca,betc
trois réels strictement positifs.

On munit I’espace du repére
R=(o,lm,lo—B ,lo—c).
a b c
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( Exercices et problémes ]

1. a. Déterminer, a ’aide de a, b et ¢ , une équation du
plan (ABC).

_ 1 N 1 N 1
OH? 0A? oB? oC?
2. a. A I’aide d’un calcul de volume, exprimer 1’aire
du triangle ABC a ’aide de a, b et c.
b. Vérifier que le carré de 1’aire de la face ABC est
égal a la somme des carrés des aires des trois autres
faces.
( C’est en 1738 que le mathématicien De Gua de
Malves qualifia ce résultat de « généralisation du
théoréme de Pythagore a I’espace ».

7]

1. x2 +y2 W —4x+2y—-6z=0.

b. En déduire que

Déterminer I’ensemble des points M(x, y, z).

2. x2+y? +2% —4x+2y—62+14=0.

3. x* +y? +22 —4x+2y—62+16=0.

[18]

par O

une équation de la sphére de centre A et tangente au
plan P.

A(1,7,-1) et P:x+y+z=0 .
A(0,2,3) et P:x—y+2z+5=0.
A(5,3,1) etP:3x-2y-z+7=0.

A (1,4,-5) ala sphére de centre 1(1,3,-2).

Déterminer une équation de la sphére passant

(0,0,0), A(1,L1), B(2,0,0) et C(1,-2,2).

Déterminer, dans chacun des cas ci-dessous,

Donner une équation du plan P tangent en

Soit les points A (2,0,0), B(1,1,0) et
C(1,1,1).
Montrer que les plans (OAB) et (ABC) sont

perpendiculaires.
Déterminer les équations des plans médiateurs des

segments [OA], [OB] et [OC].

Déterminer le centre et le rayon de la sphére
circonscrite au tétraédre OABC.

[22]

centre et le rayon du cercle d’intersection de la sphére
S et du plan P.

Déterminer, dans chacun des cas ci-dessous, le

1. S:x? +y2+zz—2x—2y—22—13=0 et
P:x+y+z-1=0

2. S:x2+y2+zz—3x+5y—z=0 et
P:x+2y+3z+5=0.

23]

’intersection de la sphére S et du plan P.
1. La spheére S est de centre O et de rayon 2 et
P:x+2y-z+1=0.

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer

2. S:x2+y2+22—4x+2y+22=0 et

P:x+y+z-1=0.

3. S:x2+y2+zz—2x+3y—z=% et

P:x4+2y+2z2-1=0

4. S:x?+y? +2% +2x~4y-4z+4=0 et
x=1+2a-f

P:iy=-1+
z=1-a

2a]

spheére de centre A et de rayon 1.

1. Déterminer I’intersection de S avec le plan (ABC).
2. Déterminer 1’intersection de S avec le plan passant par
A et perpendiculaire a (AC).
3. Déterminer ’intersection de S avec le plan passant par
C et perpendiculaire & (AC).

;aetp eR.

Soit A(0,1,0),B(0,0,1) et C(1,1,~1) etS1la
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Exercices et problémes j

25]

B(-1,1,-2).

1. Donner une représentation paramétrique de la
droite (AB).

2. Soit P le plan passant par A et perpendiculaire a
(AB) et Q le plan d'équation Q:x—y+2z+6=0.
a. Donner une équation cartésienne de P.

b. Vérifier que le plan Q contient B et est
paralléle a P.

On considére les points A(1,—1,2) et

3. On considére la sphére S tangente en B & Q et dont

I'intersection avec P est le cercle de centre A et de

rayon 243.

On désigne par I(a, b,c) le centre de S.

a. Montrer que I appartient 2 la droite (AB).
b. En déduire que b=—a et c=2a.

c. Montrer que B2 —1A% =12 et en déduire que
a-b+2c=3.

d. Déterminer les coordonnées de I et donner une
équation cartésienne de S.

B(0,6,0) , C(0,0,6) et D(-2,-2,-2).

1. a. Montrer que les points A, B et C ne sont pas
alignés.

b. On note P le plan (ABC). Déterminer une
équation du plan P.

On considére les points A(6,0,0),

¢. Vérifier que la droite (OD) est perpendiculaire au

plan P.

d. Donner une représentation paramétrique de (OD) .

e. Soit H le projeté orthogonal de O sur P.
Déterminer les coordonnées de H et montrer que H
est équidistant des points A, B et C.

f. En déduire que (OD) est I'axe du cercle circonscrit

au triangle ABC.
2. Soit Q le plan médiateur du segment [CD].

a. Donner une équation cartésienne de Q.

b. Montrer que la droite (OD) coupe Q en un point I

dont on déterminera les coordonnées.

3. Soit S la sphére de centre I et de rayon 33,
a. Ecrire une équation cartésienne de S.

b. vérifier que les points A, B, C et D appartiennent a S.

c. Déterminer l'intersection de S et P.

S:x? +y2 +22 +2x—-2y-2=0.

1. Déterminer le centre et le rayon de S.

2. Pour tout réel m, on considére le plan P,
d’équation x+z+m=0.

1. a. Montrer que l'intersection de Py et S est un
cercle @ dont on déterminera le centre et le rayon.

Soit S la sphére d'équation

1 /= =y =
b. Montrer que | O,—{i—k], j] est un repére
(o569
orthonormé de Py .
¢. Soit M un point du plan Py et (X,Y) les
1 = =y =

coordonnées de M dans le repére | O,—{i—k], j).

o569
Déterminer X et Y a l'aide des coordonnées x, y et z
du point M dans le repére (O, i, j, E) .
En déduire une équation cartésienne du cercle # dans

1 -~ 7 —

ﬁ(l - k), _]) .
2. Etudier suivant les valeurs de m, la position relative
de Pp, etS.

On donne les points A(0,4,-1),
B(-2,4,-5), C(1,1,-5) et D(1,0,-4).

1. Déterminer une équation de chacun des plans
médiateurs des segments [AB], [BC] et [AD].

2. Montrer que ces trois plans ont un point commun I.
En déduire une équation cartésienne de la sphére
circonscrite au tétraédre ABCD.

@ On considére les points A(0,6,0), B(0,0,8)
et C(4,0,8).

le repére [O,
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Exercices et problémes j

1. Montrer que

a. Les droites (BC) et (BA) sont orthogonales.

b. Les droites (CO) et (OA) sont orthogonales.

c. La droite (BC) est orthogonale au plan (OAB).

2. Déterminer le volume du tétraédre OABC.

3. Montrer que les quatre points O, A, B et C se
trouvent sur une sphére dont on déterminera le centre
et le rayon.

4. A toutréel o de I'intervalle ]0,8[ on associe le
point M(0,0,0a).

Le plan contenant M et orthogonal a la droite (OB)
rencontre les droites (OC), (AC) et (AB)
respectivement en N, P et Q.

a. Déterminer la nature du quadrilatére MNPQ.

b. La droite (PM) est-clle orthogonale a la droite
(0OB) ?

Pour quelle valeur de a la droite (PM) est-elle
orthogonale a la droite (AC) ?

c. Déterminer MP? 2 I’aide de o . Pour quelle valeur
de a la distance PM est-elle minimale ?

et de rayon 1.
Soit a et B deux réels donnés, M et N sont les points

définis par OM = ak et AN =i oi A(0,2,0).

On désigne par S la sphére de centre J(0,1,0)

1. Déterminer une équation cartésienne de la sphére S.

2. Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (MN) a I’aidede av et 8.

3. a. Montrer que la droite (MN) est tangente a la
sphére si et seulement si az.Bz =4,

b. Dans le cas ot la droite (MN) est tangente a S,
calculer les coordonnées du point de contact a 1’aide
de aetpP.

centre de gravité du triangle BCD.
Les points I et J sont les milieux respectifs des

segments [BC]| et [CD].
Soit K le point tel que 5KA+KD=0.

Soit ABCD un tétraédre. Le point G est le

Soit L le point défini par AL = SAB.

On munit I’espace du repére (A,A—'B,A—C',E) .

1. Déterminer les coordonnées des points A, B, C, D,
G L J,KetL.

2. Déterminer une représentation paramétrique de
chacune des droites (IK), (JL) et (AG).

3. En déduire que les droites (IK), (JL) et (AG) sont
concourantes.

Soit (o,o—A,&:,Ws) un repére orthonormé

de ’espace. Soit B le point de coordonnées (1,1,0).

Soit P le plan d’équation x+y=a ou a est un réel
de l’intervalle ]0,1[ .

Le but du probléme est de déterminer la section du
plan P avec la pyramide SOABC et le maximum de
I”aire de cette section.

1. Déterminer une représentation paramétrique de
chacune des droites (SA), (SB), (SC), (OC) et (OA).

2.0nnote ], J, K, L et M les points d’intersection
respectifs du plan P avec les droites (SA), (SB),
(SC), (OC) et (OA).

a. Déterminer les coordonnées des points
I,J,K,LetM.

b. Vérifier que le quadrilatére IKLM est un rectangle.
¢. Déterminer I’aire du pentagone ITKLM.

3. Soit f la fonction définie sur ]0,1] par
f(x)= %(4-3)() :

a. Etudier les variations de fsur 0,1 .

b. En déduire la position du plan P qui réalise le
maximum de 1’aire du pentagone IJKLM.

Vérifier qu’il s’agit d’un plan qui passe par le centre
de gravité du triangle OAC.
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