Chapitre

Suites réelles

Dans son traité d’ Arithmétique, As- Samaw’al (1172) écrit : "Ce que 1’on
extrait par approximation des racines irrationnelles au moyen du calcul est ce
par quoi on veut obtenir une quantité rationnelle proche de la racine irrationnelle.
Il peut exister une quantité rationnelle plus proche de la racine irrationnelle
que celle-1a. Il peut ensuite exister une troisiéme quantité rationnelle, plus
proche de la racine irrationnelle que la deuxiéme quantité et que la premicre,
car pour toute quantité rationnelle supposée proche d’une racine irrationnelle,
la différence entre elles est en vérité une ligne droite, et la ligne est susceptible
d’étre divisée et d’étre partagée, indéfiniment. C’est pourquoi il devient
possible de trouver continfiment une quantité rationnelle proche de la racine
irrationnelle, et de trouver une autre quantité rationnelle plus proche que
la premiére de I’irrationnelle, indéfiniment."

(R. Rashed, Entre Arithmétique
et Algebre , 1984).

Tableau d’ As-Samawal




Suites réelles

l. Rappels et compléments sur les limites de suites

Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (u,, ).
1
l.un=;,n21. 2.u,=n%+1,n>0. 3.u,=10",n20.
Activité 2
L o g 1-(-D*
On désigne par (u, ) la suite définie par u, =————,n2>1.
2n+(-1)
1. Donner I’expression de u,, et u,, ;.

2. Que peut-on dire de la limite de u, ?

Théoréme (admis)
Soit (u, ) une suite réelle et a fini ou infini.

lim u, =a,sietseulementsi, lim u,, =a et nl_l)I-Il-loo Uyp=a.

n—>+o n—>+0
Activité 3
. . s (-1)°
Etudier la convergence de la suite (u, ) définie par u, =1+~——, n>1.
n
Activité 4

Soit la suite (u, ) définie pour tout entier n par u, =(-1)".

1. Montrer que (u,) est bornée.

2. Lasuite (u,) est-elle convergente ?

Activitée 5

: : .y : n
Soit la suite (u, ) définie pour tout entier n par u, = :

2n+2
1. Montrer que la suite (u, ) est convergente.

2. Lasuite (u,) est-elle bornée ?
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Cours
Théoréme (admis)

Toute suite convergente est bornée.

Opérations sur les limites de suites
Soit a et b deux réels.
Les résultats qui suivent concernent les opérations sur les limites de suites réelles.

Soit deux suites (u, )et (v,) et deux réels a et b.

]im u - “m Vg . Hm "(un '_*‘an: | tim I im v q EIL
drve Jmv M) me Em [t
a b a+b '
+0 b +00 a b=0 2
—0 b —0 b
+00 +00 +00 = b o (on applique
—53 3 3 la régle des signes)
a +00 0
a —00 0
lim lim v lim (ug.v,) w (on applique
e S ALY el v la régle des signes)
a b ab
© b0 o (on applique
la régle des signes)
o (on applique
® ® la régle des signes)
Activité 6
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (u,, ).
1
l.un= 1 —3n3, nZl. 3_un=—l+ 5n+3’ nZl_
2 n V2n+9
Jn
1 1 3 1 1
2.u =(———](n +3n—1), nx1. 4.u, = n+—, n>0.
" \n? 2 " Va1V 2

Il. Suites géométriques et applications

Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la limite de la suite (u,, ).

1 n 2 n n
1_un:(§) ,n>0. 2.un=(—ﬁj ,n>0. 3.un=(\/E) ,n>0.
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Soit (un) une suite géométrique définie par u, = q",n >0, ol q est un réel non nul.

Théoréeme (Rappel)

e Si g>1,alors lim u, =+o.
n—+w

* Si |q|<1 ,alors lim u, =0.
n—+w

» Si q<-1, alors la suite (un) n’a pas de limite.

« Si q =1, alors la suite (u,) est constante.

Activité 2
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (u,).
n
- ]
1. u =—3 n>2 3. un=1+—+...+(—j , n1>0.
- Up -3 - 3 3
n n
2. un=(_2)—_3,n20, 4. un=—3—2—...—3(3) ,n20.
4(-2)" +5 n T
Activité 3

‘g . , . uO = 2,
On considére la suite (u, ) définie par
U= 2u, -1, n=>0.
1. Déterminer la solution o de I’équation x =2x —1.
2. On désigne par (v, ) la suite définie par v, =u; —a, n>0.
Montrer que (vn) est une suite géométrique.

3. En déduire ’expression de u,, en fonction de n et calculer lim u,.
n—+w

Exercice résolu 1

Soit la fonction f: x > 1+L.
x+1

1. Déterminer les réels x tels que f(x)=x.

2(y—x)
(x+1)(y+1)
3. On considére la suite (u, ) définie par uy =1et uy,; =f(u,), n20.

2. Montrer que pour tous réels x et y différents de -1, £ (x)-f(y) =

a. Montrer que pour tout entier n, u, est positif.
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Cours

b. Représenter la fonction f dans un repere orthonormé (O ,Y,]) , ainsi que la droite
d’équation y=x.

c. Calculer et représenter les réels u;, u, et u; sur ’axe (O, Y).

u B

u, +V3

a. A l’aide de la question 2, montrer que (vn) est une suite géométrique dont on

déterminera la raison et le premier terme.
b. En déduire I’étude de la convergence de la suite (u,, ).

4. On pose pour tout entier n, v, =

Solution
1. La fonction f est définie sur R\ {—1} .

Pour déterminer les points fixes de f, il suffit de résoudre I’équation f(x)=x.

On obtient f(3)=+3 et f(—3)=—V3.

2. Pour tous réels x et y différents de —1, on peut écrire f(x)-f(y)= 22 ’
x+1 y+l1
ou encore que f(x)-f(y)= _2y-x%)
x+D(y+1)

3. a. Leréel uy =1 est positif. Supposons que u,, est positif. Il en résulte que u, +1
et f (un ) sont positifs. Ce qui prouve que pour tout entier n, u, est positif.
b. On a représenté ci-contre la fonction f dans P
un repére orthonormé(O ,Y,j) , ainsi que la

7

droite d’équation y=x. 1} Vo
5 |
c. Le calcul donne u; =2, u, == etuy =—. !

4. a. On peut écrire pour tout entier n,
v :un+1_‘/§: f(un)—f(\/g)
" Tup 8 1{uy)-1(~B)

En utilisant la question 2, on obtient v, ,; = (

1+43 )

. T . 1-43 .
Ce qui prouve que (Vn ) est une suite géométrique de raison et de premier

1+J§
terme (1_\/3}
1+J§ '
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Cours

1-3
1+43
3 +3v,

On peut écrire pour tout entier n, u, = T

<1.

b. La suite (v, ) converge vers 0 car

On en déduit que la suite (u, ) converge vers /3.

lll. Suites du type v, =f(up)

Théoréme (admis)
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et (u,) une suite d’éléments de 1.

Si lim u, = £ (fini ou infini) etsi lim f(x)=L(fini ou infini), alors lim (f(u,))=L.

n—+oo x—¢ n—>+0
Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .
1. un=sin((0.75)n),n21. 3.u =cos( = j,nZO.
g 2n+1
n cos(lj +1
2. un=nsin(—J,n21. 4 u,=—27  n>1.
2n 1 n ’

IV. Limites et ordre

Activité 1
On considére la suite (v, ) définie par v, = n+20—osln’ n>1.
n-+
n-1 n+1l

1. Montrer que pour tout n 21, —<v, <——.
n“+1 n“+1

2. Déterminer une valeur approchée & 107 des réels v, 000 ©t V46 -

3. Que peut-on conjecturer sur lim v, ?
n—+oo
Activité 2
1. Montrer que pour tout entier n >4, 2" > n2.
n
2. En déduire que tout entier n>4, —>n.
n
n

3. Que peut-on conjecturer sur lim —?
n—+o N
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( Cours
Nous admettons les résultats ci-dessous qui nous permettent de trouver la limite d'une suite
par comparaison avec d'autres suites dont on connait les limites.

Soit (u, ), (v,) et (wy ) des suites réelles, a et b deux réels.

Siu,<v,,n>2Njetsi lim u,=aet lim v, =b,alorsa<b.
n—>+oo n—>+oo

Sivy<u,<w,,n=Njetsi lim v, = lim w, =a,alors lim u, =a.
n—+ao n—+awo n—r+o

Si OS’un‘SVn, n>N, etsi lim v, =0,alors lim u, =0.
n—>+ n—-+w

Siu,<v,,n>Ng et lim u, =+, alors lim v, =+o.
n—>+w n—>-+w

Siu, <v,,n2Nget lim v, =—0,alors lim u, =—0.
n—r+oo n—-+wo

Activité 3

On considére la suite (u, ) définie par uj, = 1 n>0.

~ Jn+cos?n’

1. Montrer que pour tout n>1, 0<u, <

5=

2. En déduire lim u,.

n—>+co
Activité 4

: . e : 10"
On considére la suite (un) définie pour tout entier n par u, = — -
n!

u 10 .
1. Montrer que 0 <—2tL <—— pour tout entier n >10.

Uy

n-10
2. Montrer alors que 0 <u, < (H) Uy , n210.

En déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

3. A I’aide de la calculatrice, déterminer un entier naturel n, pour que |un| <10, n> ng.

Activité 5
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (u,, ).
1. un=(3n+1)n,n21. 3. un=n3(sinn—3),n21.
3 )
n n+sin”(2n)
2. u,=—,n2>1. 4, =—————~ n21.
% 2+sin3n Yo n’ .
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Activité 6
1. Ecrire les sommes suivantes en utilisant o . ,
On note " ay et on lit «sigma pour k variant de 1
k=1
le symbole Z . a n des réels a; » le réel obtenu en faisant la somme

des réels a, a,, ..., a,,.

a. A=1+2+3+...+n. n

1 1 1 1 OnadoncZak=a1+a2+...+an.
b.B=——t+———+. ——. k=1

2 4 8 512

2. Calculer les sommes suivantes.

500 20 10
C=>1 ; D=)Y(3k-1) ; E=>10F.
k=10 k=0 k=3

Activité 7

1. Vérifier que pour tout entier non nul k, _t 1 L
k(k+1) k k+1°

n
2. En déduire la limite de la suite (w,) définie par w Z k iy 2 >1.
~ k(k+

V. Convergence des suites monotones

Activite 1
Soit la suite (w,, ) définie par w, = 12 +i2+ +12, n>1,
n® n
1. a. Montrer que 1+2+...4+n @,nZl.

b. Vérifier que la suite (w,,) est décroissante et minorée.

c. Montrer que (w,,) est convergente et déterminer sa limite.

. . . 2
2. Soit la suite (v, ) définie par Vn=l+—+...+£, n>1.
n n n

a. Vérifier que la suite (v, ) est croissante.

b. La suite (v, ) est-elle convergente ?
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( Cours
Théoreme (admis)
Soit (u, ) une suite définie pour n >0.
Si la suite (u,,) est croissante et majorée, alors elle converge vers un réel a
etpourtout n >0, u, <a.

Si la suite (u,,) est croissante et non majorée alors elle tend vers +o.

Si la suite (u,,) est décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel b

etpourtout n>0, u, >b.

Si la suite (u,,) est décroissante et non minorée alors elle tend vers —co.
Activité 2

1 1 1
On considére la suite (u, ) définiepar u, =1+ —=+—+...+—,n>1.
(ta) définiepar va =1t B 5+t

1. Montrer que la suite (u, ) est croissante.
2. Montrer que pour tout n>1,u, > Jn.

3. En déduire lim u,.
n—»+co

4. Montrer alors que la suite (u, ) est non majorée.

VI. Suites récurrentes
Activité 1
On considére la suite (uy, ) telle que pour tout n>1,u,,; =u, (u, -1).
Pour chacun des cas suivants, a 1’aide d’un tableur, calculer les dix milles premiers termes

de la suite (u, ) puis conjecturer sa limite.

eu; =0 eu =2 eu;=1 euy=-1 euy=05 e u =4.

Théoréme
Soit une suite (u, ) vérifiant la relation de récurrence u,; = f(u,), n 20 ou fest une

fonction.
Si la suite (u, ) est convergente vers un réel a et si la fonction f est continue en a alors

a=f(a).
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-kl-
Démonstration

Il est clair que si la suite (u, ) converge vers un réel a, alors la suite (u_,, ) converge aussi
Vers a.
De plus, f étant continue en a, alors (f (u, )) tend vers f(a).

Comme up,; = f(u,), n>0, et par unicité de la limite il vient alors que a =1 (a).
Activité 2
Soit la suite (a, ) définie par ag =1et a;,; =4/a, +1, n20.

1. Montrer que la suite (a, ) est croissante et majorée par 2.
2. Déterminer sa limite.

Activité 3
Soit la suite (u, ) définie par uy =0.25 et uy,; =u, (1 —u, ), n>0.
1. Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

2. Montrer que pour tout n>0, 0<u  <1.

3. Déterminer la limite de (u,, ).

VII. Suites adjacentes

Définition et théoréme

Deux suites (u, )n>0 et (v,) ., sont adjacentes lorsqu’elles vérifient les conditions

n>0
e pourtout n20,u, <vp,

« la suite (u,) est croissante et la suite (v, ) est décroissante,
« la suite (v, —u,) converge vers 0.

Dans ce cas les suites (u, ) et (v, ) convergent vers la méme limite.

Démonstration

La suite (v, ) étant décroissante, il vient que u, < v, <vy, n20.

On en déduit que la suite (u, ) est majorée par v, . De plus elle est croissante, on en déduit
qu’elle converge vers un réel a.

De méme la suite (v, ) est décroissante et minorée par ug.
Donc la suite (v, ) converge vers un réel b.
En écrivant v, = (v, —u, )+u,, n>0, et en passant 4 la limite, on obtient b=a.

Ainsi les suites (u,) et (v, ) convergent vers la méme limite.
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Cours

Exercice résolu 2

1
L . 11 (-)™
Soit 1a suite (u, ) définie par u, =1-—+—=+...+ ,n>1.
(8a) défntopar 0=l 5+

1. Montrer que la suite (u,, ) est croissante et que la suite (u,,,,;) est décroissante.

2. Comparer u,, et u, ., pour tout entier n>1 et calculer lim (u2n —Uy, +1) .
n—teo

3. Montrer que la suite (u,) est convergente vers un réel a.
4. a. Vérifier que u,, <a<u, ..

b. Calculer u, et us et donner une valeur approchée de a a 1073 preés.

Solution
1. Pour tout entier n>1,

. =1_L+L+ +(_1)2n+l+(_1)2n+2+(_1)2n+3_u N 1 ) 1
w22 BT 2n Vantl Va2 P V2ot k2

L'inégalité

> implique que u >u,,, ou encore que la suite (u,, ) est
«/2n+1 \/2n+2 2(n+1) 2n ( 2n)
croissante.
1 1

+ ,n>0
J2n+2 J2n+3

De méme, Uon+3 = Wan41 —

L'inégalité implique que u,,:3 <Uu,,.1, Ou encore que la suite (u2n+1)

<
V2043 2n+2
est décroissante.

. 1 L
2. On peut écrireu,,; =u,, +ﬁ, n>1. On en déduit que uy, <u,,,q, n1.
n+

1
L'égalité u =1,, +—— implique que lim (u,.—-u = lim ——=90.
4 2n+1~ U2n \/m plique q n—)+oo( 2n 2n+l) 110 Jon 11

3. On déduit des questions précédentes que les suites (u,, ) et (uy,,,) sont adjacentes.

Par suite, elles convergent vers la méme limite o.
La convergence de la suite (un) vers o, découle de la convergence de chacune des suites

(ugq) et (ugyy) vers a.
4. a. Le théoréme relatif aux limites des suites monotones, nous permet d'affirmer que

Uy, <a <u, ., pour tout entier n>1.
b. Le calcul donne a = 0.817.
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A CM - VRAI PAUI
| Q0M - - ,

QCM
Cocher la réponse exacte.
* n2 +2
1. Soit (u,) la suite définie sur N° par u, = :
n

[1(u,) est bornée. [u, =n, pour tout n de N*. [ ] (uy) est majorée par 1.

2. On donne u, = atceosn
n+1
[ lim u, =0. [ lim u, =-1. L] lim u, =1.
n—y+00 n—y+00 n—+0o

3. Soit u la suite définie sur N* par u, =nsin (lj

n
[] lim u, =o0. [] lim u, =+wo. [] lim u, =1.
n—+oo n—+oo n—+00
VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Si (u,) prend un nombre fini de valeurs alors (u,) est convergente.
2. Soit (u,) et (v,) deux suites réelles.
a. Si (u, ) et (v, ) sont convergentes alors (u, +v,) est convergente.

b. Si (u, +v,) est convergente alors (u,) et (v,) sont convergentes.

3. Si la suite (unz) converge vers L, alors on peut affirmer que la suite (un) converge vers

\/f ou vers —\/f.

4. Soit (u,) et (v, ) deux suites réelles telles que limu, =limv, alors (u,) et (v,) sont
+00 +00

adjacentes.

5. Soit (u, ) une suite réelle telle que (u,, ) et (u,,,;) sont convergentes alors (u, ) est

convergente.
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§ Exercices et problémes )

E Etudier la limite de chacune des suites

ci-dessous.
. 3n-1 n—1 . 1
lim ——; ;o lim ——— .
no+oo N+2  nyteo3n+2 nosron2 _pn42

lim n3—2n2+1; lim ﬂ ;
n—+o n—+w |—n+2|

%41 (1), . 1
lim ,——; lim sin|—{; lim cos|—|.
n—+w |—Il—1| n—-+w n n—y+0 n

On considére la suite (an) définie par
n(1+(-1)")

,n20.
nZ +1

a, =

1. Déterminer a,, et ag,; .
2. En déduire que la suite (a, ) est convergente et

calculer sa limite.

On considére la suite (an) définie par
n(1+(-1)")

,n120.
n+1

an=

1. Déterminer a,, et asg,q .-

2. La suite (a, ) est-elle convergente ?

E Etudier la limite de chacune des suites
ci-dessous.

n n
lim 2+ (—J ;1 ;o 2 .
n—»-+oo 3 n—>+03420  no+wo 2B 41

On considére la suite (un) définie par
211
u. =

Montrer que la suite (un) est convergente et

déterminer sa limite.

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la

suite (un).
: 1 . 1)°
u, =sinn+n, n20; u, =—| sinn+ Y ,n2x1.
n

u, =—l+nL2(cosn+n),n21.

1. On considére la suite (u, ) définie par

T

Montrer que u, = l, n 21. En déduire sa limite.
n

2. Déterminer la limite de la suite (v, ) définie par
Vg = 1+l 1+l 1+l ,n21
2 3 n

On considére la suite (u,) définie par

n
1. Montrer que pour n 24, u, < [%J .

2. En déduire lim u,.
n—+w0

On considére la suite (w, ) définie par

w
L“'lzi n>3.

1. Montrer que
wp, 3

-

4 n-3
2. En déduire que w 2[5) w3, n2>3.

3. Déterminer lim w, .
n—-+w0

d
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( Exercices et problémes ]

On considére la suite (u,) définie par

n
u, =3—n, nx0.
1. a. Placer dans un repére orthogonal les points
A;i(iu;),ie{0,1,2,3,4,5,6,7}.

u 2
b. Montrer que —2+L <= n>1.
n

n
c. En déduire que u, < (%j , n20.

d. Déterminer lim u,.
n—>-+w

n
2.0npose S, = Z uy, n20.
k=0
a. Montrer que S, <2.

b. En déduire que la suite (S, ) est convergente.

[11]

Soit un réel a >0 et (b, ) la suite définie pour

tout entier non nul n par b, = i
(1+a)"
1. Montrer, en utilisant la formule du binéme que
_ 2
(1+2)" > “(“Tl)a

2. En déduire la limite de (b, ).
3. Soit (xy,),,, une suite géométrique de raison q

telle que 0<q<1.

Montrer qu'il existe unréel a >0 tel que q= IL .
+a

Montrer que lim n{x,|=0. Endéduire lim nx,.

n—>+w0 n—>+0
4. Calculer les limite suivantes
n+2
. n .
lim ; lim n| = ;
40 201 no+o \ 3

fim (m)(%}ll.

] =1,
Upy =+f3u, ,n21

1. Montrer que pour tout entier n>1,0<u, <3.

Soit (u,) la suite définie par

2. Montrer que la suite (un) est croissante.
3. En déduire que la suite (u; ) est convergente et

calculer sa limite.

[13]

1
f(X)—1+; .

Soit la fonction f définie sur ]0,+oo[ par

1. Etudier les variations de f et déterminer f (]O,+oo[) )
2. Représenter la fonction f dans un repére (O, I,]) ,

ainsi que la droite d’équation y=x.
3.Onnote p= # , montrer que f((p) =Q.

4, On se propose de construire une suite (xn de
rationnels qui converge vers ¢ .
Onpose xg =2 et x;,) =f(x,),n20.
a. Calculer et représenter les réels x|, X5, X3 et X4.
b. Montrer que pour tout entier n, X, est un rationnel
positif.

4
¢. Montrer que |x,, —@|< §|xn —q|.
d. Conclure.

- 1
u, =Z—2, n21.
k=1 k

1. a. Calculer u;, u, et us.

Soit (uy, ) la suite définie par

b. Montrer que (un) est croissante.
2. a. Vérifier que pour tout entier naturel k>2,0ona
1 1 1
— <.
K2 k-1 k
b. En déduire que pour tout entier n>2, up <2 1 .
n

c. En déduire que la suite (u, ) converge vers un réel

£ etque ﬁsész.
36
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( Exercices et problémes ]

‘El Soit la fonction f définie sur |0,+oo[ par

4x -3
f(x)= .
(1=
1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe dans

un repere orthonormé (O,Y,}) .

Soit la suite (uy) telle que

ug €0+,
4u, -3
Upy1 = o s n>0.
un

2. On suppose que uq =% .

a. Calculer u; etreprésenter ug etuy .

b. La suite (u,) est-elle définie ?

3. On suppose que ug=3.

a. Représenter u;, u, etus.

b. Montrer que la suite (u, ) est constante.

4. On suppose que ug=5.

a. Représenter ug, u;, uy etus.

b. Montrer que la suite (u,,) est décroissante et que
pourtout n>1,u, >3.

c. En déduire que la suite (u, ) converge vers un réel
o que ’on déterminera.

d. A I’aide d’une calculatrice, déterminer ngy pour

que un—aslo_s,nZno.

IL_GI On considére la suite (u, ) définie par

Uy =5,

6
Uy, =5-—,n21.
un

1. Calculer u, et uj.
2. Montrer que pour tout n >0,
3n+2 _ 2n+2

Un+1 = 3o+l oo+l

3. Déterminer lim u,.

n—+w

Soit (an) et (bn) les suites définies par

ag =1, by = 0.5,
2 et 2

a,, =ap+a,, n20 bpy =bp +by, n20.

1. Montrer que a, >2n et en déduire lim a .
n—y+oo

2. a. Montrer que la suite (b, ) est bornée par
~1etO.
b. Montrer que (b, ) est croissante.

c. En déduire que (bn) converge et déterminer sa

limite.

Soit (u, ) la suite définie par

Ug = 01,

up, =1.6u, (l—un), n20.
1. Etudier les variations de la fonction
f:xH1.6x(1-x).

2. Montrer que pour tout n 20, 0.1<u, < %

3. En déduire que la suite (u,) converge.

4. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

3 5 3
E—unﬂ =1.6 [E—UDJ(E—UI‘J .

. 3
b. On pose pour tout entier naturel n, v, = i u,.
Montrer que v, 20 et en déduire que Yo+l <0.84.
vn
c. Montrer alors par récurrence que pour tout entier
natureln, 0<v, <0.84".
d. En déduire la limite de (u,).

e. Déterminer un entier naturel ng tel que

OS%—unslo_s,nZno.

( Suites réelles \




( Exercices et problémes ]

Soit a un réel strictement positif et f la

fonction définie sur R par f (x) = %(x +£) .
X
1. Montrer que pour tout x € R ,
- B)(x+)
2x2

En déduire les variations de f.
2. On considére la suite (u,,) définie par

f’(x)=(

ug =3,
Up,g = f(un), n=0.
a. Montrer que pour tout entier n,
\/§<un+l <u, £3.
En déduire que la suite (un) est convergente et

déterminer sa limite.

(ug) et (v,) sont adjacentes.

Pour chacun des cas suivants, dire si les suites

1. un=£, vn=—3, nx2.
n n

2. un=n+2, vn=2n+3, nx4,
n-1 2n+5

5. un=\’n+l—-\/];’ vn=\/H—Vn+l, n>1.

[21]

On considére les suites (u, ) et (v,) définies

u, +2v,
par ug=12, vy=1, un+1=%,
u, +3v,
Vn+l=T,DZO.

1. Montrer que la suite (u, —v, ) est géométrique, on
précisera sa raison et son premier terme.

2. Montrer que pour tout n >0, u, > v, .

3. Montrer que les suites (u,) et (v, ) sont adjacentes
et qu’elles convergent vers la méme limite a.

4. On pose pour tout n >0, t, =3u, +8v,.

a. Montrer que (tn) est une suite constante.

b. En déduire la valeurde o .

[22]

a. Montrer que \/E < % .

1. Soit a et b deux réels tels que 0<b<a.

b. Montrer que (a - b)2 <a?-b?.
On considére les suites (a, ) et (b,) définies par

ap,+b,
2

ag=a, bp=b, ap, =

by =y2gby , N20.

2. a. Montrer que pour tout n >0, b, <a;

b

b. Montrer que la suite (an) est décroissante et que

la suite (b, ) est croissante.

3. a. Montrer que pour tout n >0,

(an+1 - bn+1 )2 < [%\}2 .

-b
b. Montrer que pour tout n>0, a, —b, < =2,

2n
4. Montrer que les suites (a, ) et (b, ) sont

adjacentes et qu’elles convergent vers

la méme limite o .

5. Onsuppose quea=2etb=1.

Déterminer un entier n permettant d’obtenir un

encadrement de o d’amplitude 10719,
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