Chapitre 1

Continuité et limites

C’est I’élaboration d’une démonstration précise du théoréme des valeurs
intermédiaires, qui amena Bolzano (1817) a définir la notion de continuité
d’une fonction.

Le théoréme des valeurs intermédiaires, qui semble géométriquement
évident, a ¢té utilisé sans scrupules par Euler et Gauss.

Bolzano, cependant estime qu’une démonstration précise est nécessaire
pour atteindre une plus grande rigueur en Analyse.

(E.Haier et al, L’analyse au fil
de I’histoire , 2000).



(_ Chapitre 1 )

Continuité et limites

l. Rappels

Dans ce paragraphe nous rappelons les principaux théorémes vus en troisi¢me année.
1.1 Continuité et limite en un réel
Activité 1

Dans chacun des cas suivants déterminer 1’ensemble de définition de la fonction f et justifier
la continuité de f en tout réel de son ensemble de définition.

. _ 2 5% 4+1 * Toute fonction polyndme est continue en
frx1-x+x% f:x 5 . tout réel.
f XM X — x“+4 ¢ Toute fonction rationnelle est continue en

' x—1" tout réel de son ensemble de définition.

1 x+1 ¢ Les fonctions x > cosx et X > sinx
fixp———. fixb 2 : sont continues en tout réel.
(x+1)(x+2) X“+2x+3
Théoréme

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de L.
« Si f et g sont continues en a, alors les fonctionsf +g et f xg sont continues en a.

« Si f est continue en a, alors les fonctions af (a € ]R) , |If | et f° (n eN" ) sont continues

€n a.

. . . 1 1 .
 Sifestcontinue en a et f (a) # 0, alors les fonctions R et — (n € N') sont continues
f

€n a.

A . . f .
» Si f et g sont continues en a et g(a) # 0, alors la fonction— est continue en a.
g

« Si f est positive sur I et f est continue en a, alors la fonction JF est continue en a.
Activité 2
2x% —4x +2
[x~1
1. Vérifier que pour tout réel x =1, f(x)=2[x—1|.
2. En déduire limf(x).

x—1

Soit la fonction f: x>

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel a de 1.

S’il existe une fonction g définie sur I, continue en a et telle que g(x)=1f(x) pour

tout x #a, alors lim f(x)=g(a).
X—a
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. . . sin2x . Sinx _
Soit f la fonction définie sur R” par £ (x)=x+ —- Mg~ =t

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et déterminer son prolongement.

Activite 3

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de 1.
Si la fonction f admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers a, alors la fonction g définie

£(x) six#a, i
sur I par g(x)= ) est continue en a.
4 SsiX =a.
Activite 4
Soit f la fonction définie par Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I
2% -1 six<1 est continue en un réel a de I, si et seulement si,
£(x) = v lim f(x)= lim f(x)=f(a).
)=y x, 1 six>1 = o
2 2x
1. Calculer lim f(x) et lim f(x).
x—1° x—l*

2. La fonction f est-elle continue en 1 ?

Activite 5
+1
Soit la fonction f:x u
x+1

La fonction f admet-elle une limite en —1 ?

.2 Continuité sur un intervalle

Activité 6 e Une fonction est continue sur un intervalle
ouvert I si elle est continue en tout réel de 1.

Soit f'la fonction définie sur (0, n| par
[ ] P » Une fonction est continue sur un intervalle [a,b]

sin3x

f(x) _ sixe ]0, TC], si elle est continue sur a,b[, a droite ena eta
x gauche en b.
3 six=0. De fagon analogue, on définit la continuité de f sur

Montrer que f est continue sur [0,1‘5]. les intervalles [a,b[, |a,b], [a,+ o[ et ]—<o,a].

I.3 Opérations sur les limites
Soit L et L' deux réels.
Les résultats qui suivent concernent les opérations sur les limites en un réel ou a I’infini.
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imf limg Lm(f+ limf lim lim (f xg) g
g (f+e) L (%8)  hmt  tim g lim| L
L L FNg L L LxL’ g)
L +00 +00 +00 L'>0 +00 L
—o L’ —o +o0 L'<0 5 L L'-#0 ?
o o oo ki +2D =i +00 L'>0 +00
= - = +00 —00 —o0
+00 L'<0 —0
- —® —® — L +00 0
imf  Emlf]  lim L o 0
L L] L] L
L0 0 applique la
+00 +00 +00 régle des
—o0 +00 +00 signes).

Les régles énoncées dans les tableaux précédents ne s’appliquent pas lorsqu’il s’agit
d’étudier

* la limite de la somme de deux fonctions dont I’une tend vers +oo et I’autre tend vers —o.

* ]a limite du produit de deux fonctions dont ’une tend vers I’infini et I’autre tend vers 0.

* la limite du quotient de deux fonctions qui tendent toutes les deux vers I’infini ou toutes
les deux vers 0.

Une transformation d’écriture adéquate pourra nous ramener 4 I’un des théorémes résumés
dans les tableaux ci-dessus.

Théoréme
« La limite d’une fonction polynéme a I’infini est la méme que celle de son terme de

plus haut degré.
« La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est la méme que celle du quotient des
termes de plus haut degré.

Activité 7
Déterminer les limites ci-dessous.
1. lim 2x+ R 5. lim ;2—2.
X—»—© x“ +1 x—3 (X—3)
2. x1_i>r£1w\/—5x+l—3x. . x3—3x2+2x.
2 x—-l x2 -1
3. lim (—x%-x) +/2x.
Hm( ) 7. lim vx —x.
1 1 X—>+400
4. lim

x—2 |X—2|3 _|X—2|.
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Il. Continuité et limite d’une fonction composée

.1 Composée de deux fonctions

Activité 1
Dans la figure ci-contre C; et C, sont les courbes
représentatives de deux fonctions f et g définies
respectivement sur R et R, .

1. Lire sur le graphique les images par f des
réels —1,0, 1, 2 et 3, ainsi que les images
par gdesréels 0, 1, 2, et 3.
2. Soit les fonctions h:x > g(f(x)) et k:x> f(g(x)).

a. Déterminer les images par h des réels -1, 0, 1, 2 et 3.
b. Déterminer les images par k des réels 0, 1, 2 et 3.

Définition
Soit u une fonction définie sur un ensemble I et v une fonction définie sur un ensemble J
tel que u(I) est inclus dans J.

La fonction notée vou, définie sur I par vou(x)= v(u(x)) , est appelée fonction

composée de u et v.

Activité 2
Dans chacun des cas suivants, déterminer deux fonctions u et v telles que f =vou.
4
1+ .| x+x
1. f:x > cos(nx +1). 2. fixps 8% 3. f:x>sin| =
2+cosx x“+1

Il. 2 Continuité d’une fonction composée

Théoréme (admis)
Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et v une fonction
définie sur un intervalle ouvert J contenant le réel u(a).

Si u est continue en a et v est continue en u (a) , alors la fonction vou est continue en a.

Corollaire

La composée de deux fonctions continues est continue.

Activité 3
Etudier dans chaque cas la continuité de fsur R.
1.f:x|—>sin(x2+§} 2. f:x > cos(sinx).
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Il. 3 Limite d’une fonction composée

Théoréme (admis)
Soit u et v deux fonctions. Soit a, b et ¢ finis ou infinis.

Si limu(x)=b et lim v(x)=c alors limvou(x)=c.

Xx—a x—>b Xx—a
Activité 4
Déterminer dans chaque cas la limite de f (x) lorsque x tend vers a.
2 2_ . T
l.f:XI—>tanx—, a=\/E. 2.f:XI—>M, a=0. 3.f:x|—>s1n(—], a=2
Activité 5

Dans la figure ci-contre est représentée une fonction f
définie sur R.

Déterminer lim f(g) , lim f(x_4j et lim f(sinx—1).

x—2 X x—4 X x—0
Exercice résolu 1

Soit la fonction f: x  cos (sz — Lz .
X X

Déterminer lim f (x)
X—>+w®
Solution

. . 1
Soit les fonctions v:x > cosx—xet u:xm— — de sorte que f:x > (vou)(x).
X

Deplus, lim Lz =0 et limcosx—x=1.O0nendéduit que lim f(x)=1.
X—>+c0

X—>+0 X x—0
Activité 6
Déterminer lim tan T et lim X sin ™ .
x—1" 2x x—+0 X —1 2x—1

lll. Limites et ordre

Activité 1
Soit f, g et h les fonctions définies par f(x)=x*sin (1) +1, g(x)=—x*+1et
X

h(x) =x2+1.
1. Montrer que pour tout réel non nul x, g(x)<f(x)<h(x).

| Continuité et limites |
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2. Dans la figure ci-contre on a représenté G

les trois fonctions £, g et h.

a. Identifier la courbe de chacune de ces fonctions. c 1

b. Que peut-on conjecturer sur la limite de f(x) &

lorsque x tend vers 0 ? G
Activité 2

Dans la figure ci-contre on a représent¢ les
fonctions f et g définies par f(x)=+—x +cosx 9f\ S
et g(X)=\/—X—1 Cg /\ l
1. Etudier la position relative de Cy et C, . 15 o 5 -ﬁI.l

2. Que peut-on conjecturer sur la limite de (x) lorsque x tend vers —oo ?

Les résultats €énoncés ci-dessous permettent de déterminer la limite d'une fonction par
comparaison avec les limites d'autres fonctions.

Théoréme (admis)
Soit f, u et v trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel a de L.
Soit deux réels £ et £'.

- Si u(x)< v(x) pourtout x #a etsi limu=2 et limv=4¢,alors £</'.

a a

x)s )
- Si u(x)<f(x)<v(x) pourtout x #a etsi limu=limv=2¢, alors imf=¢.
a a a
x)2>u(x) pourtout x #a etsi limu =+, alors limv=-+cw.
a a

e Si v(

« Si v(x)<u(x) pourtout x #a etsi limu =—o0, alors limv=—0.
a a

Les résultats énoncés ci-dessus restent valables lorsque 1’on considére des limites a
I’infini, a droite en a ou & gauche en a.

Exercice résolu 2

2
. . +1 _, . . .
Soit la fonction £ : x > <2 X7 Déterminer limf et limf.
X 400 —00
Solution
On sait que 0< cos?x <1, pour tout réel x et alors1 < cosZ x+1<2.
1 _cos’x+1_2
Il en résulte que —< Cos vl pour tout x > 0
X X X
2 Zx+1 _1
et =<8 XT 2 pour tout x < 0.
X X X
. 1 .2 L .
Deplus, lim —=0 et lim —=0.On en déduit que limf =0.
X—+0o X X—+0o X +c0
On montre de méme que limf =0.

—0
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Soit la fonction f:x — L +sin® (lj

x2 X

Activité 3

1. Montrer que f(x)> Lz’ xeR".

2. Etudier la limite de f)({en 0.
IV. Image d’un intervalle par une fonction continue
IV. 1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Activité 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer graphiquement 1’image f (I) de I’intervalle 1.
| | |

Théoréme (Rappel)

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Activité 2 I B

Le graphique ci-contre représente une - --l- - 1—-4}'—"""
fonction g définie sur [—6,+ oo . -

o

Déterminer g([—6,4]) et g([—3,5]).

'
[
H

.
>

Théoréeme des valeurs intermédiaires (Rappel)
Soit fune fonction continue sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de I tels que a<b.

Pour tout réel k compris entre f(a) et £(b) I’équation f(bz(_ - - /\_ —_d_

f(x)=k posséde au moins une solution dans ﬁ
Iintervalle [a,b]. fla)t-— '
En particulier, si f(a).f(b) <0 alors I’équation :
f(x)=0 admet au moins une solution dans Ja,b[ . of 2
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Activité 3
Montrer que les fonctions ci-dessous sont Une fonction f est strictement croissante sur un
strictement monotones sur L intervalle I si pour tous réels a et b de I tels que
) a<b, £(a)<f(b).
X Xx°, I=R, ; . . .
Une fonction f est strictement décroissante sur
X+2 un intervalle I si pour tous réels a et b de I tels
’ I= ]_1’ + CD[ 5
x+1 que a<b, f(a)>f(b).
20 Une fonction est strictement monotone sur un
X (1 + x) 1= [O’ 4] ' intervalle I, si elle est strictement croissante
sur I ou strictement décroissante sur I.
Théoréme

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de I tels que a<b. Alors pour tout réel k compris entre

f(a) et f(b) I’équation f(x)=k admet une unique solution dans [a,b].

Démonstration
Elle découle du théoréme des valeurs intermédiaires et de la stricte monotonie de £,

Activité 4
Le graphique ci-contre représente la fonction
f:xH2x-cosx
1. Justifier 1a continuité de f sur R . 2t

34

. . i
2. a. Montrer que f est strictement croissante sur |:O, E} .

—3.11: —2:n: - b 2:11: 3:11:

b. Montrer que 1’équation f(x) =§ admet une

solution unique a dans |:O, g}

3. a. Lequel des intervalles }O, %{ et }%, g{ contient la solution a ?

, . . T
b. Déterminer un encadrement de a d’amplitude r
Activité 5
La courbe représentée ci-contre est celle de la fonction f : x > x

1. 1. Donner ’ensemble de définition de 1.
2. Justifier la continuité de fsur R .

3. Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution o
dans [0, 1]. 2

4. On se propose de trouver un encadrement de plus en plus précis de o,
en divisant a chaque fois I’intervalle contenant a en deux intervalles de
méme amplitude.

(Ce procédé est appelé « méthode de dichotomie »).
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a. Calculer f (%) et en déduire que a appartient 4 I’intervalle [%, 1]

b. Calculer f (%j et en déduire que a appartient a I’intervalle |:%, %i| .

¢. Poursuivre le procédé¢ pour déduire un encadrement de o d’amplitude 1071,
d. Donner un encadrement de o d’amplitude 1072,

I1. Avec Pordinateur

T . . B A B c_ 1 Db T E F
Pour réaliser la feuille de calcul ci-contre S5 . R - P
2 0 1 05 -1 1 0375
avec le tableur Excel, = 55 . a5 H—gaats
° dans les Cellules 4 05 0,7% 0,625 0375] _0,171875]-0,13085938
5 0,62. 0,75 0,6875]-0,13085938 0,171875| 0,01245117]
[ 0,625 0,6875| 0,65625|-0,13085938| 0,01245117]-0,06112671
Al’ Bl’ Cl’ Dl’ El et Fl taper 7 0,65625] 06875 0671875|-0,06112671 0,01245117-0,0248298%
. 8 0671875 06875] 0,6796875|-0,02482986| 0.01245117] -0.00631
respectivement a, b, (a+b)/ 2, f (a), 91| 06796875 06875 0,68350375[ -0,0063138] 0,01245117] 0,00303739
10| 0,6796875] 0,68359375] 0,68164063| -0,0063138| 0,00303739] -0,001646]
11| 0,68164063] 0,68359375] 0,68261719] _-0,001646] 0,00303739] 0,00069374
f(b) et f((a+b)/2) ; 12[ 0,68164063] 0,68261719] 0,68212891] -0,001646] 0,00069374]-0,00047662
13 0,68212891] 0,68261719| 0,68237305{-0,00047662| 0,00069374| 0,00010844]
14| 0,68212891| 0,6823 0,68225098|-0,00047662 0,00010844{-0,00018412]
« dans la cellule A2, taper O ; dans la = SIBI05L088

cellule B2, taper 1 (encadrement initial) ;
« dans la cellule C2, taper |= (A2 +B2)/2| ; dans la cellule D2, taper

=PUISSANCE (A2;3)+A2-1| et recopier vers la droite en E2 et F2 ;

« dans la cellule A3, taper |=SI(F2*E2 > 0;A2;C2)| et dans la cellule B3, taper
= SI(F2*E2 > 0;C2;B2)| ;

Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1073,

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Si la fonction f ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur I.

Démonstration
Supposons que f change de signe sur L.

11 existe alors deux réels a et B (o <p) de Itels que f(a).f(B)<0
La fonction f étant continue sur [a,B], I’équation f(x)=0 admet au moins une solution

dans [oc ,B] . Ce qui contredit I’hypothése « f ne s’annule en aucun point de I ».
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3

Activité 6
x> -1

1. Montrer que pour tout x #1, l+x+x2+x>+x* =

x—1"

2. En déduire que la fonction f:x > 1+x+ x2 +x3 +x* garde un signe constant sur R .

IV. 2 Image d’un intervalle fermé borné par une fonction continue

Activité 7
On a représenté ci-contre la courbe d’une fonction f
définie sur [-5,4].
1. Déterminer f([—5,4]) )

2. a. Déterminer le minimum m et le maximum M
de fsur [-5,4].

b. Résoudre graphiquement chacune des équations f(x)=m et f(x)=M.

Théoréme
ML _
L’image d’un intervalle fermé borné [a,b] par une !
fonction continue est un intervalle fermé borné [m,M]. fa) -4 |
Le réel m est le minimum de f sur [a,b]. f(b)":_:_ B}
Le réel M est le maximum de f sur [a,b]. e Wb
myE _ — — _

Exercice résolu 3
3
Soit la fonction f définie sur R par f(x)= X? +X.

Déterminer £([0.6,1]), £([-1,-0.6]).

Solution

Si 0.6<x <1 alors 0.216<x> <1. On en déduit que 0.672sf(x)s§, 0.6<x<1.

De plus £(0.6)=0.672 et £(1)= %, il vient alors £([0.6, 1])= [0.672, ﬂ :
On vérifie facilement que la fonction f est impaire.

Par suite, f([-1, —0.6]) = {—%, —0.672}.
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Activite 8
Soit f la fonction définie sur R par f (x) =sin?x.

1. Déterminer le minimum et le maximum de f sur |:—%, %i| .

2. En déduire f [—E,E] .
6 6

V. Image d’un intervalle par une fonction strictement monotone

Théoréme (admis)
Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,b[ (b fini ou infini).

» Si la fonction f est croissante et majorée alors f posséde une limite finie en b.
» Si la fonction f est croissante et non majorée alors f tend vers +co enb.

» Si la fonction f est décroissante et minorée alors f posséde une limite finie en b.
« Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend vers —o en b.

Activité 1

Soit f une fonction définie et croissante sur R telle que pour tout entier naturel n,
f(n)=n+1.

1. Soit a un réel positif. Montrer que f (E(a)) >a.(E(a) désigne la partie entiére de a).
2. Ftudier la limite de fen +oo.

Théoréme (admis)

L’image d’un intervalle I par une fonction continue et strictement monotone sur I est un
intervalle de méme nature.

Exemples
wewber - SIIURES o
=) £(1)=[f(a).£(b)] £(1)=[£(b).£(a)]

I1=[a,b[ (aeR, beR) f(I)=[f(a),lli)mf[ f(I)=]lgnf,f(a)]
I1=[a,+[(2R) £(1)=If (a), im T £(1)=1limf,f (a)]
I=]a,b[ (2R, beR) £(1)=1tmf, lim T £(1) = limf, lim [
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Cours
Exercice résolu 4

Déterminer 1’image de 1’intervalle I par la fonction f dans chacun des cas ci-dessous.
1.f:x|—>x2—2x, I=]—oo, 0].

2.f:x|—>L2, I=[1, +o].
X
. T
3.f:xsinx, I=]O,E|:.
Solution

1. Lafonction f:x > x2—2x est strictement décroissante sur ]—oo, 0] et
lim f(x)=+00.

X—>—0
Il en résulte que f (]—oo,O]) =[0,+o0] .
2. Lafonction f:x > s est décroissante sur [1, +oof et lim f(x)=0.

x2 X—>+00

11 en résulte que f([l, +oo[) =10, 1].

3. Lafonction f:x 1> sinx est croissante sur }O, g{ , lin}) f(x)=0et lim f(x)=1.
X T

X
2

11 en résulte que fGO, gD =10, 1[.
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A CM - VRAI PAUI
| QoM - - ,

QCM

Cocher la réponse exacte.

1. Si limf =40 et g(x) = sin(lj—f(x) alors limg est égale a
+0 X +0

I:l + 0, I:l n'existe pas. I:l — o0,

2. Si f est une fonction continue et décroissante sur [2, 5] etsi f ([2, 5]) =[1, 3] alors

[1£(2)=3et £(5)=1. [1f(2)=1et£(5)=3.  []1<f(2)<3.

3. Si f est une fonction continue sur I’intervalle [-2, 5] tel que f(—2)=3 et f(5)=-2 alors

I’équation f(x)=-1

D n'admet pas de solution D admet au moins une D admet exactement une
dans [-2, 5]. solution dans [-2, 5]. solution dans [-2, 5].
VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Si f est une fonction paire et si lim f(x)=—0 alors lim f(x)=—c0.
X—>—00 X—>+0

2. Toute fonction croissante sur R tend vers +o0 en +o0.

3. Si une fonction admet une limite finie en —co et une limite finie en +co alors elle est
bornée.

4. Si une fonction f n’est pas définie en a alors nécessairement la droite A:x =a est une

asymptote verticale a C;.
5. Soit £, g et h trois fonctions définies sur R , telles que pour tout réel x,
g(x)<f(x)<h(x).

Si lim g(x)=3et lim h(x)=>5 alors f admet une limite finie en +oo.
X—>+0 X—>+0

r Continuité et limites \
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( Exercices et problémes ]

@ Dans chacun des cas suivants, donner

I'ensemble de définition de la fonction f et justifier la
continuité de f en tout réel de cet ensemble.

; xr—)x+l+\/x2+1;

xr—>|x2—x—3

2_
X x+1 ; xr—)(|x+l|—2)5; xl—)3x |x|;
x-1 x%+4
1 cosx—1
X ——; X —
cos® x +1 sinx -1

Soit la fonction f définie sur R par

2+L six<-1,
f(x) = x+1

2x2+x six>-1.

1. Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé
(0,1.3).

2. Montrer que f est continue sur |—0,—1[ et sur
-1+ -

3. La fonction f est-elle continue sur R ?

4. Déterminer graphiquement le nombre de solutions
de chacune des équations ci-dessous.

f(x)=-3; f(x)=-1; f(x)=0.5; f(x)=1;
f(x)=4.

Soit la fonction f définie sur R par

VX+2  six >-2,

f(x)= 2x2—’x3|
six<-—2.

X+2

1. Etudier la continuité de fen —2.
2. Etudier la continuité de f sur ]—o0,—2| et sur

[—2, + oo[ .

3. La fonction f est —elle continue sur R ?

EI Soit la fonction f définie sur R par

x2-1 six € |0, —1]U[1,+0q]
3
2

f(x)=49 _
1-x si —1<x<l1.

1-x

1. Etudier la continuité de f a gauche et & droite en—1.
2. Etudier la continuité de f sur chacun des intervalles

], 1], J-1, 1] et [1, +oo] .

=]| 3 2 .
EI Soit la fonction f :XHL;XE;.
x_

1. Préciser I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer lim f(x), lim f(x), lim f(x).
X—>—0 X—>+o0 Xx—2

3. La fonction f admet-elle un prolongement par
continuité en 2.
Dire dans chacun des cas suivants, si la fonction f

admet un prolongement par continuité en a.

2
+
l.f:x|—>x2—|x|, a=0
X —|x
3
2.f:x|—>x2+1 s a=-1.
x“ -1
3. f:xr—)M , a=0.
X

Soit la fonction f définie sur R par

x(x2 -x-2)
[x|(x-2)
3 six=2, 2

1. La fonction f est-elle continue en 0 ?
2. La fonction f est-elle continue en 2 ?

Soit la fonction f telle que
il

£(x)= x(x2 -x-2)
1 six=2.
3
1. Donner I'ensemble de définition de la fonction f.
2. Etudier les limites de fen —1, +o0o et —o0 .
3. La fonction f admet-elle un prolongement par
continuité en 0 ?

i 2
£(x)= six #2etx =0,

six=0.

six #2,

( Continuité et limites \
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§ Exercices et problémes )

Déterminer les limites suivantes.

1. lim _—2 ; lim —2
x>t X— x>l X— 1
. —2x3 ) —2x3
2. lim 3 ; lim
xo>-1"x“ -1 xo-1 x°-1
3. lim 2_—3 : lim 2_—3
ol X°=3x+2  xotx*-3x+2
,’l+x2 ,’1+x2
4, lim —; lim —.
X—>+0 X X——w X

prolongement par continuité de la fonction fen xq .

x> +3x2 _2x—4

Dans chacun des cas suivants, déterminer le

. f:x—> » Xg =-1.
x+1
P TP i L2 S
4x -7 4
4x)-1
3.f:x|—>cos(—x) , X0 =0.
XZ

11

de la fonction f.

1. f:x|—>cos(1Ex

Dans chacun des cas suivants, étudier la limite

+1]
€n —oo .

en +oo .

2. f: x|—>sm[

+

ol

3.fix>—1 en 01 .

[12]
f(x)=

1. Déterminer lim f(x).
x—0

Soit f la fonction définie sur R” par

1—cosx

lim f(l—cosx) .

2. Déterminer lim f (sinx),
x—0

x—0
13]

théorémes de comparaison, étudier la limite
en(Odef.

Dans chacun des cas suivants, a I’aide des

1. f:xl—)xsin(z).
X

2. f:x|—>1+xzsin(3).
X
3. f:x|—>l+sin(zj.
X X

théorémes de comparaison, étudier les limites en +oo
eten —o de la fonction f.
1+cosx

Dans chacun des cas suivants, a 1’aide des

1. f:x—
X

1+cosx

Vil

X+ XCOSsX

<4

2.f:x—

3.

[15]

<

f:xp 2 .
+x“+3

1. Montrer que pour tout réel x,

1
2—sinx
En déduire le comportement en +oo des fonctions
X +sinx

<1.

1
3
2

X et x>

2—sinx 2—sinx

XCOSX
7 .

x“+1

1. Trouver un réel M >0 tel que |xf (x)| <M, pour

Soit la fonction f:x >

tout réel x.
2. En déduire le comportement de fen —o et +o .

£(x) =i[2—sin(ij) .

1. a. Montrer que pour tout x >0, f(x)2

On considére la fonction f définie sur R par

M=

b. En déduire lim f(x).

x—>07

2. a. Montrer que pour tout x <0, f(x)<

M=

b. En déduire lim f(x).

x>0

( Continuité et limites \
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§ Exercices et problémes )

I’image de ’intervalle I par la fonction f.

Dans chacun des cas suivants, déterminer

1.f:x|—)x+1, I=]2, +o.
x—-2

2. x> x?-2x, I=]—, 0].

3 frxi>——, I=}O, f].
sinx 2

4. f:x > tan(nx), I=i|—%, 0].

Dans chacun des cas ci-dessous donner f(I).

1.
2.
3.
[ | I I |
——F—FA——P—Pﬂ—ﬂ——
13 [ I T |
--r-r°Fr-ftr—"*r---
1 [ I |
it ail all .t b D B
1 {¢-| [
- r- I I I R
[ (L |
20 -0 o] o2 31 4
JERRU N s | I N N
(] o
S N I I Y S S J
[ o

1=[-2,2[

[20]
de f dans un repére orthonormé (O, i, ]) et donner
£(1).

I.f:x>—-x+3, I=[1,4].

2. f:xl—)l s
X

Dans chacun des cas suivants, tracer la courbe

I=]—oo,0[.
3 f:x x4, 1=]-12].

[21]

1. Montrer que f est strictement croissante sur R.
2. a. Montrer que I'équation f(x)=0 admet une

Soit la fonction f:x > x> +10x 1.

unique solution a dans [0, 1].

b. Donner une valeur approchée de a a 107! preés.

[22]

1. Dresser le tableau de variation de f et tracer sa
courbe dans un repére orthogonal.
2. Montrer que 'équation f(x)=0 admet une solution

a dans [-1,0].

Soit la fonction f:X > x> —2x2 +x +1.

3. Donner une valeur approchée de a & 107! pres.

1. Dresser le tableau de variation de f et tracer sa
courbe dans un repére orthogonal.

2. Vérifier graphiquement que la courbe de f coupe
l'axe des abscisses en trois points M;, M, et M5 dont

Soit la fonction f:x > x> —12x +1.

les abscisses seront notées X, X,, et X3, avec
X 1<Xp3 <Xj3.

2. Montrer que x, appartient & |-4,-3[.

( Continuité et limites \
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Exarcices et problemes )

3. Donner pour X,, et X3 un encadrement par deux

entiers consécutifs.

4. Discuter suivant les valeurs du réel k, le nombre de
solutions de I'équation f(x)=k.

5. Donner le nombre de solutions de 1'équation

|f (x)| =1.

1. On considére la fonction

hix o vx—L-1.
X

a. Montrer que h est strictement croissante sur
]0, +oo[.

b. Déterminer h(]0, +oof).

c. Montrer que ’équation h(x)=0 admet dans
[2, 3] une unique solution o .

d. Déterminer une valeur approchée de a a 107!

pres.
2. Représenter dans un repére orthogonal, les
fonctions f et g définies sur |0, -+oof par

f(x)=\/; etg(x)=%+1.

@ On considére la fonction f:x > cosx —x.

1. Montrer que f est strictement décroissante sur

[0,5 .
2

2. Montrer que I'équation f(x) =0 admet une

solution unique a dans |:0,§i| .

3. Donner une valeur approchée de a a 107! preés.

@ Soit f une fonction continue de [0, 1] sur
[0,1].
On pose g(x)=f(x)—x.

1. Quel est le signe de g(0)g(1) ?
2. En déduire que l'équation f(x) = x admet au moins

une solution dans [0,1].

Application

. . s .
Montrer que I'équation cosEx = x admet au moins

une solution dans [0, 1].
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